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Streszczenie

Program Waves w wersji 1.12 stuzy do symulacji zjawisk fizyki fal. W niniejszej dokumentacji przed-
stawiona zostala w zarysie metoda rozwigzania rownania falowego na siatce przestrzennej Eulera uzyta
w programie Waves 1.12. Zaproponowane rozwiazania nie sa jedynymi mozliwymi, jednak charakter
poruszanego zagadnienia oraz efekty dziatania uzytych algorytméw sugeruja, ze dobér metod nume-
rycznych jest prawidtowy.



1 Klasyczne réwnanie falowe

Klasyczne réwnanie falowe stanowi fundamentalny
opis zjawisk fizyki fal. Réwnanie nie skomplikowane
matematycznie opisuje naprawde szeroki wachlarz
zjawisk. Réwnanie falowe w postaci ogdlnej zapisu-
jemy jako:

1
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(1)
gdzie U oznacza wychylenie z polozenia réwno-
wagi, a v jest predkoscia rozchodzenia sie fali.

Réwnanie falowe jest przyktadem réwnania réz-
niczkowego czastkowego i nalezy do klasy réwnan
hiperbolicznych.

Tak zapisane réwnanie falowe stanowi punkt wyj-
$cia do zapisu konkretnych rownan dla fal mecha-
nicznych i elektromagnetycznych w jednym, dwoch
lub trzech wymiarach przestrzennych.

1.1 Roéwnanie falowe w jednym wy-
miarze

W tym miejscu zajmiemy si¢ najprostszym przy-
padkiem - rownaniem falowym w jednym wymiarze
przestrzennym.

Niech funkcja wychylenia, bedzie zalezna od cza-
su i jednej wspoOlrzednej przestrzennej (np. x). W
takim ukladzie réwnanie (1) przyjmie postaé
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co stanowié¢ bedzie dla nas punkt wyjscia dla ob-
liczen numerycznych.

=0

1.1.1 Rozbicie réwnania falowego na uktad
dwéch sprzezonych réwnan rézniczko-
wych rzedu pierwszego.

Rozwiazanie rownania falowego w jednym wymia-
rze przestrzennym rozpoczniemy od wprowadzenia
nowych oznaczen (pomysl zaczerpniety z [1]). Niech
T, oznacza przemieszczenie katowe , definiowane ja-
ko pochodna czastkowa wychylenia po wspolrzednej
przestrzennej, czyli

ou

Podobnie postepujemy z pochodna po czasie,
wprowadzajac V, jako zmiane wychylenia w czasie

y_ U

= (4)

Tak zapisane tozsamo$ci pozwalaja na zreduko-
wanie stopnia trudnosci zagadnienia z rozwiazywa-
nia réwnania drugiego rzedu do ukladu rownan rze-
du pierwszego. Podstawienie (3) i (4) do réwnania
(2) daje w rezultacie uklad dwéch réwnan sprzezo-
nych
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1.1.2 Siatka réznicowa Eulera w jednym
wymiarze.

Rozwiazanie uktadu réwnan (5) rozpoczynamy od
zdefiniowania siatki r6znicowej Eulera. W szczegdl-
nym przypadku jednego wymiaru siatke tworzymy
alokujac jednowymiarowsg tablice danych zmienno-
przecinkowych. Siatka taka posiada wazna ceche -
rozmiar. Pamieta¢ nalezy, ze rozmiar siatki musi
by¢ na tyle duzy, aby rozwigzanie pozostalo stabil-
ne. Siatka nie moze by¢ tez za duza, bo czas obliczen
rosnie wraz z jej powiekszaniem. Wtasciwe dobranie
parametréw siatki nie jest trudne.

O
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Rysunek 1: Orientacja punktéow na siatce jednowy-
miarowej Eulera.

Rozwiazanie ukladu réwnan (2) rozpinamy nad
wczedniej zdefiniowang siatka réznicows. Istnieje
kilka mozliwych sposobdéw aproksymacji pochod-
nych czastkowych na siatkach Eulera. W pokaza-
nym rozwigzaniu stosujemy metode aproksymacji
pierwszego rzedu ”w przod”.

Zgodnie z teorig aproksymacji réznicowej "w
przod” przyblizenie pochodnej czastkowej %—‘t/ bez-
posrednio zapisa¢ mozna jako

ov. _yrtt—vn

ot At (6)

, gdzie At jest rozmiarem kroku czasowego. Po-

dobnie pochodna %7;1 jest przyblizona wg. schematu
or, Tiin =T34 7
ox Ax



, gdzie Az jest rozmiarem pojedynczej komorki
na siatce. Otrzymujemy stad algorytmiczny zapis
uktadu (5)
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Wychylenie U obliczamy z réwnania (4), dla kaz-
dego kroku czasowego z osobna, wykorzystujac me-
tode Eulera I-go rzedu, czyli

Uurtt =ur+ v At (10)

1.1.3 Rozwiniecie metoda Laxa II rzedu.

Algorytmiczny zapis ukladu (2) dwoéch réwnan
sprzezonych (kroki 8,9) przyblizaja pochodne z do-
ktadnoécia pierwszego rzedu. W prosty sposob moz-
na osiggna¢ doktadnosé drugiego rzedu. Zamiana
wartosci funkcji w biezacym kroku czasowym (in-
deksy odpowiednio i, n) na $rednig arytmetyczna
wartosci lezacych po bokach na siatce spowodu-
je, iz schemat osiagnie dokladno$¢ drugiego rzedu.
Rozwiazanie to nosi nazwe schematu Laxa II rze-
du . Odpowiednio kroki (8) i (9) w schemacie Laxa
przyjmuja postacé

Vit  + Vi 1 — 13,
‘/;n-Fl — i—1 2 i+1 + v - 5 +ix st At (11)
Y. 4+ T™. o _yn
n«_kl _ r,i—1 z,i+1 . i+1 i At 192
e (12)

Schematy w tej postaci zastosowane do rozwia-
zania réwnania falowego w jednym wymiarze prze-
strzennym.

1.2 Algorytm

Ponizej, w formie diagramow, przedstawiam algo-
rytmiczny zapis rozwiazania rownania fali w jednym
wymiarze przestrzennym. Program niewiele rézni
sie od rozwiazania dla dwéch wymiaréw, umiejet-
ne wstawienie przyblizenia dla operatora Laplace’a
w dwoéch wymiarach (o tym nizej) pozwala uzyskaé
efekty w dwoéch wymiarach.
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Ustal wychylenie na
komoérkach Zrédtowych.
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Rysuj linie o wspotrzednych
(x1,y1) do (x2,y2).




1.3 Rezultaty

Rezultaty rozwiazania w jednym wymiarze prze-
strzennym sa zadowalajace i pokazane ponizej dla
najprostrzych przypadkéw rozchodzenia sie impul-
sow falowych.

Pokazane rezultaty zgadzaja sie oczywiscie z teo-
ria fal (rysunki gérne - powstawanie fali stojacej i
rozchodzenie sie impulsu falowego, rysunki ponizej
- odbicia impulséw falowych). Program dostarczo-
ny do konkursu nie rozwiazuje jednak réwnania fa-
lowego w jednym wymiarze. Zagadnienie takie nie
jest ciekawe i raczej niezbyt pasjonujace. Dlatego
tez warto zajac sie rozwiazaniem réwnania w dwoch
wymiarach przestrzennych, ktorego rozwiazaniem
bedzie trojwymiarowy model przestrzeni pokazuja-
cy wychylenia dla kazdej chwili czasowej w czasie
rzeczywistym obliczajac rozwigzania rownania fali.

2 Roéwnanie w dwéch wymia-
rach przestrzennych

Rozwiazanie réwnania postaci (1) rozpisujemy na
dwa wymiary przestrzenne:

U PU_ 1 v
ox2  Oy2 v Ot2

Rozwigzanie réwnania rozpoczynamy od zdefi-
niowania siatki przestrzennej Eulera z weztami za-

(13)

wierajacymi przestrzenny rozklad funkcji U(x, y, t),
jak pokazano na rys. 2. Kazdy wezel siatki tak zde-
finiowanej zawiera w sobie informacje o wychyleniu
na biezacym kroku czasowym.

Rysunek 2: Orientacja punktéw na siatce dwuwy-
miarowej Eulera (zaznaczony punkt i, j).

2.1 Analog réznicowy operatora La-
place’a

Rozwiazanie réwnania (13) sprowadzi si¢ w takim
przypadku do zastosowania algorytmu przyblizenia
numerycznego operatora Laplace’a w dwoéch wy-
miarach przestrzennych. Zanim jednak bedzie moz-
na to zrobié¢ trzeba pozby¢ sie z réwnania (13) dru-
giej pochodnej funkcji U po czasie. Stosujemy pod-
stawienie:

ou

V=—

ot

Rozwiazanie operatora Laplace’a jest bardzo pro-
ste dla modelu siatki dwuwymiarowej, prostokatne;j.
. . e 9%f
Wiadomo, ze przyblizeniem na druga pochodna 55
(aproksymacja réznicowa ”wprzdd” - patrz [3]) jest:

(14)

Of Ul =207+ U]
ox2 "~ Az?
Zastosowanie tego schematu do operatora Lapla-
ce’a w dwoch wymiarach daje nam prosty i efektyw-
ny analogon réznicowy, pieciopunktowy (rys. 3):

(15)

VU ~ FUL + U U —4U)

(16)

gz Uik

2.2 Schemat dziewieciopunktowy

Kombinacja liniowa analogu réznicowego pokaza-
nego na rysunku (3) wraz z dokladnie takim sa-
mym rozwiazaniem bioracym punkty na ukos od



Rysunek 3: Punkty brane pod uwage przy oblicza-
niu operatora Laplace’a w dwéch wymiarach przy
pomocy analogu pieciopunktowego.

(i,4) daje schemat réznicowy dziewieciopunktowy
mozliwy do zastosowania w przypadku kwadrato-
wych siatek Eulera (warunek Az = Ay). Uzyskuje-
my dokladno$¢ do drugiego drugiego rzedu rozwi-
nigcia w szereg Taylora, jednak mimo to, ze rzad
doktadnosci jest ten sam co w analogu pieciopunk-
towym - bledy wprowadzane przez ten schemat sg
mniejsze (patrz: [3]). Analog réznicowy definiuje-
my przez kombinacje liniowa analogu z réwnania
(3) - V2 z przyblizeniem V; zdefiniowanym ja-
ko ViU = xm (Ul jon + Uy jog + Uty ji +
Uiy j1 —4-Upy).

Analog dziewieciopunktowy zapisujemy w zwie-
zlej formie:

Vi=e-Vit(1—¢) V3 (17)

gdzie € € [0,1]. Stala ¢ jest waga analogéw V2
i Vg. 7 reguly stosuje sie warto$¢ wieksza dla wa-
riantu a, bo sam w sobie analog V3 jest niestabilny,
dopiero w potaczeniu z V2 jest on pomocny.

Sensowna wartoscia € (zastosowana w programie
"Waves”) jest € = % Dla tej wartoéci € otrzymuje-
my rozklad wspdlezynnikéw jak na rysunku (4).

2.3 Algorytm dzialania petli oblicze-
niowych

Tyle na temat teorii rozwigzania réwnania falowe-
go w dwbéch wymiarach przestrzennych. W praktyce
rozwigzania sprowadza sie do zastosowania pokaza-
nego schematu réznicowego na siatce réznicowej i

1/3 2/3 1/3

4 \ 4 4
2/3 2/3

L 4 L 4
1/3 2/3 13

L 4 L 4 L 4

Rysunek 4: Rozklad wag dla analogu dziewiecio-

. s . _ 2
punktowego i wartosci € = 3-

wyliczenia wychyleh z podstawienia (14) np. sche-
matem Eulera pierwszego rzedu (takie podstawienie
ma charakter niewymagajacy dokladnosci wigkszej
niz pierwszego rzedu). Ogdlny algorytm dzialania
niewiele rézni sie od przedstawionego dla przypad-
ku jednowymiarowego, wiec go tu pomijam.

3 Program Waves

3.1 Wymagania sprzetowe programu

Niestety - sa duze. W dobie wszechobecnej kom-
puteryzacji wymagania raczej nie szokuja, ale nie
jest to mato. Do sensownej pracy z programem po-
trzebna jest przede wszystkim dobra karta graficzna
(Riva TNT 2 wystarcza w zupelnosci) oraz procesor
(troche ponad 400Mhz powinno wystarczy¢). Zdaje
sobie sprawe, ze wymagania te moga zdawac sie du-
ze, ale w zamian mamy pelna wizualizacje rownania
falowego w formie modelu tréjwymiarowego wizu-
alizujacego wychylenia na siatce réznicowej Eulera.

3.2 System operacyjny

Do realizacji programu wybralem system operacyj-
ny Windows. Wersja zrédlowa programu dostarczo-
na do konkursu jest jednak mozliwa do skompilo-
wania pod systemem Linux bez zadnych przerébek.
Do stworzenia interfejsu uzytkownika wykorzysta-
tem bowiem pakiet "FOX”, ktéry nie jest zalez-
ny od systemu operacyjnego. Wersja wykonywal-
na programu ” Waves” dostarczona do konkursu jest



jednak wersja pod Windowsy.

3.3 Ogodlne zalozenia programu

Juz od poczatku powstawania program Waves w
zalozeniu mial by¢ bardzo efektowny i w efektowny
() sposdb przedstawiaé¢ podstawowe zjawiska fizy-
ki fal takie jak rozchodzenie sie impulséw falowych
w dwoch wymiarach, interferencja czy dyfrakcja na
szczelinach. Nie chodzilo tu o badanie jaki$ szcze-
gélnych wladciwosci zjawisk falowych, cho¢ i do tego
program moze byé¢ po kilku malych modyfikacjach
uzyty, ale do tadnej i efektownej wizualizacji zja-
wisk falowych, ktére odpowiednio pokazane moga
sie podobaé¢ nawet nieobeznanym z fizyka (a chyba
o to nam chodzi!). Bardzo waznym (i co najwazniej-
sze zrealizowanym) zalozeniem programu bylo jego
dzialanie w czasie rzeczywistym. Coz to oznacza dla
uzytkownika? Tyle, ze nie musi czekaé¢ godzinami
na efekt dzialania programu, obliczenia, efekty, czy
oglada¢ gotowe animacje stworzone wczesniej. Dzia-
tanie programu w czasie rzeczywistym oznacza tyle,
ze program rozwiazuje rownanie falowe od razu je
pokazujac. Program liczy rozwiazanie na siatce réz-
nicowej, tworzy model do wizualizacji, pokazuje go
i tak caly czas. Dlatego tez uzytkownik programu
moze dokonywac ingerencji w rozwiazanie rownania
falowego réowniez w trakcie jego dzialania!

3.4 Interfejs uzytkownika

Interfejs uzytkownika programu ” Waves” jest raczej
prosty i staralem sie go nie udziwnia¢, ani nie roz-
dmuchiwaé¢ do niewiarygodnych rozmiaréw. Nie za-
lezalo mi na stworzeniu jakiego$ strasznie duzego
programu, ktéry mégtby potencjalnego uzytkowni-
ka przerazi¢ mnogoscig opcji. Staralem sie w pro-
gramie zamiesci¢ opcje najbardziej potrzebne i jak
najprostsze. W dalszej czeéci przedstawiam opcje
programu wraz z komentarzem co do czego stuzy.
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3.4.1 Ekran gléwny

Na rysunku (5) pokazane jest okno gléwne programu Waves. Po stronie lewej znajduje si¢ view port do
pokazywania grafiki. Po stronie prawej na zrzutce wida¢ zakladki z opcjami, ktérych oopis znajduje sie
poniej. Program ma raczej prosta i prejrzysta strukture interfejsu uzytkownika. dla oszczedno$ci miejsca
przy opisie opcji z zaktadek beda znajdowac sie tylko wycinki z catosci okna programu.

I [=] E3

Contral Yiew I I:::-nfigl

[® waves

wiavesGL10D 1.0 Output Yiew.

Wiew mode
& 3d madel
" Flat 3d
" Lines 3d
O 2d lines
" Simple 2d

[T Fatate model
¥ Fog

r

v Yectors

Ready.

Rysunek 5: Okno gtéwne programu.
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3.4.2 Zakladka ” Control”

Obok na rysunku (6) znajduje sie czesé okna pro-
gramu " Waves” z opcjami zaktadki ” Control”.

Contral I"Jiewl Eu:nnfigl
— General Optionz

ContiriLe.
Eatze
Cluit

Abot

Rysunek 6: Opcje ”Control” programu Waves.

opis poszczegdlnych komend: Pause - zatrzymu-
je dzialanie programu. W rzeczywistoéci zatrzymuje
tylko jego czes¢ obliczeniows - cze$é¢ wizualizacyj-
na nadal dziata i zatrzymana ”klatke” z animacji
przedstawiajacej fale nadal mozna ogladaé¢ z kaz-
dej strony, obraca¢ itp. Continue - kontynuacja za-
trzymanego przez Pause programu. About - kilka
pozytecznych (lub nie) informacji. Quit - koficzy
dziatanie programu.

3.4.3 Zakladka ”View”

Na rysunku (7) znajduje si¢ druga zakladka pro-
gramu - tu opcji jest wiecej i stuza one do zmiany
sposobu wizualizacji graficznej rozwigzania réwna-
nia falowego na ekranie komputera. Opcji jest dosé
duzo, ale nie sa zbyt skomplikowane. Ich dzialanie

12

przedstawione zostanie na jednym przyktadowym
rozwiazaniu (pojedynczy impuls falowy).

Contral %iew I Eu:unfigl

Yiew mode
& 2d model
" Flat 3d
' Lines 3d
' 2d lines
" Simple 2d

I
Raotate .

Fotate .

Fatate .

[~
[=]
=]
=2

[ Rotate mode
™ Fog

[T Box

IV Vectors

Rysunek 7: Opcje ”Control” programu Waves.

Grupa ”View Mode” to gtéwny, nadrzedny spo-
sob wyswietlania grafiki.

3d model (rysunek 9) - opcja standardowo wy-
bierana przy starcie programu, trojwymiarowy mo-
del stworzony na mapie wychylen przetrzymywa-
nych w tablicy dwuwymiarowej. Model ten sktada
sie z trojkatéow 1 jest dynamicznie tworzony i wy-
Swietlany w trakcie dziatlania programu. Oprocz te-
go na model natozony jest kolor zalezny od wychy-
lenia w danym miejscu na siatce. Cieniowanie jest
realizowane sprzetowo przez karte graficzng. Flat
3d (rysunek 10) - to samo co poprzednio, ale wi-
zualizacja bez plynnej zmiany koloréw - czasem le-
piej wida¢ charakter rozwigzania przy tym sposobie
wizualizacji. Lines 3d (rysunek 11)- pozwala do-
ktadnie obejrzeé¢ stworzony model tréjwymiarowy,
rysowane sa tylko krawedzie stworzonego modelu w
trzech wymiarach. 2d Lines (rysunek 12) - rysuje



Contral| %iew Config

R eszet

[T wave sources

Rysunek 8: Opcje ”Config” programu Waves.

model dwuwymiarowy przy pomocy linii, wychyle-
nie w kierunku osi y (efekt pseudotréjwymiarowy).
Simple 2d (rysunek 13) - prosta wizualizacja dwu-
wymiarowa - wychylenie pokazywane jest przy po-
mocy zmiany jasnosci punktéw (im jasniej - tym
wieksze wychylenie).

Suwaki Rotate oraz Zoom stuza do orientacji
modelu tréjwymiarowego w przestrzeni. Mozna do-
wolnie obracaé¢, powieksza¢ pokazywany model -
takze w trakcie dziatania programu. Nastepne czte-
ry opcje stuza do ustawien efektéw w wizualizacji
tréojwymiarowego modelu. Rotate Model - auto-
matycznie obraca model wokoét osi y - przydatne do
prezentacji. Fog - wlacza i wylacza efekt mgly (to
tylko dla wizualizacji w trzech wymiarach). Box -
wlacza i wylacza otaczajacy model tréjwymiarowy
szes$cian - uwaga! po wlaczeniu tej opcji prawie na
pewno trzeba bedzie modelem poobracaé, bo sze-
$cian ma tylko dwie usuniete Sciany i moze zastonié
model. Vectors - wlacza i wylacza wektory widocz-
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Rysunek 9: Opcja 3d model.

Rysunek 10: Opcja Flat 3d.

ne nad modelem tréjwymiarowym - pozwala zorien-
towaé sie co do orientacji uktadu wspoétrzednych.

Opcje w zakladce ” Config” stuza do definiowania
geometrii, oraz rozkladu zrédet fal. Edycja ta nie
jest trudna i wykonuje si¢ ja na widocznym na ry-
sunku (8) pomniejszonym oknie pokazujacym rzut
dwuwymiarowy tablicy konfiguracyjnej. Brzegi de-
finiuje sie przy pomocy myszki podobnie jak przy
rysowaniu linii w programach graficznych. Po na-
rysowaniu brzegu program zapyta, czy chcemy go
doda¢ do naszej konfiguracji. Do rysowania komo-
rek brzegowych uzywa si¢ w programie lewego przy-
cisku myszki. Przycisk prawy jest zarezerwowany
do ustawiania zrédel punktowych fali, przy pomo-
cy ktorych mozna réwniez wprowadzi¢ do programu
zrodta dla fal podtuznych ustawiajac zrodia punk-
towe obok siebie. Wave sources - wlacza i wylacza
zrodla fal - opcja wygodna przy dodawaniu nowych
zrodel, ktore startuja dopiero przy wtaczonej opcji
Wave sources. Funkcja Reset stuzy do wymaza-
nia biezacej konfiguracji programu.



Rysunek 11: Opcja Lines3d.

Rysunek 12: Opcja 2d Lines.

B

Rysunek 13: Opcja Simple 2d.
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3.5 Efekty dzialania programu Waves

Ponizej przedstawiam efekty dzialania programu dla réznych konfiguracji przestrzennych zrédet, komoérek
brzegowych oraz réznych sposobéw konfiguracji sposobow wizualizacji otrzymanych danych.

3.5.1 Pojedynczy impuls falowy

Rozchodzenie si¢ impulsu falowego w dwéch wymiarach. Propagacja impulsu powoduje zmniejszanie si¢
amplitudy wychylen fali (energia), co widaé¢ dokladnie w modelu tréjwymiarowym.



3.5.2 Interferencja fali pochodzacej z dwdch zrédet

Interferencja fal majacych zréodto w dwédch punktach przedstawione w formie dwuwymiarowej
kolor-wychylenie.

16



3.5.3 Dyfrakcja na przeszkodzie

_

Rozmiary przeszkody sa niewielkie w poréwnaniu do dlugosci przeszkody, dlatego dyfrakcja jest
nieznaczna, ale widoczna.
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3.5.4 Dyfrakcja na szczelinie

Mozliwosci dowolnego zblizania i obracania ogladanego modelu pozwalaja uzyskaé dosy¢ ciekawe punkty
widzenia dla wizualizacji.
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3.5.5 Doswiadczenie Younga

Znane doswiadczenie z fizyki fal - przejécie fali pochodzacej ze zrédla punktowego przez szczeline i przez
dwie szczeliny. W przykladzie tym troche lepiej niz poprzednio widaé dyfrakcje na szczelinach.

4 Podsumowanie

Konczac cheialbym raz jeszcze podzigkowaé wszystkim tym, ktérzy pomogli mi w kilku kwestiach z
programem zwiazanych. Dla wszystkich zainteresowanych rozwojem programu podaje adres kontaktowy:
maq@panoramix.ift.uni.wroc.pl

Zycze owocnej pracy z programem!

19



Literatura

[1] David Potter 'Metody obliczeniowe fizyki’, PWN 1982.

[2] Frank S. Crawford Jr, Fale’.

[3] Ryszard Grybos, "Podstawy mechaniki plyndw’ (Tom 11 2), PWN 1998.

[4] J. Welch, F. Harlow, J. Shannon, 'The Splash of Liquid Drop’, Journal of Applied Physics (Vol. 38,
No.10 Sept. 1967).

20



