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Przedmowa do wydania szostego

Széste wydanie Zarysu matematyki wysszej rozni si¢ znacznie od wydan poprzednich
1 jest wlasciwie nowa ksiaZzka. Pierwsza jej czes¢ obejmuje material pierwszej i drugiej
czgéci poprzednich wydan oraz kilka nowych rozdzialéw. Druga czes¢ ksiazki za-
wieraé bedzie reszte materialu poprzednich wydan i sporo nowych rozdziatow.
Tak znaczne skondensowanie materialu uzyskano dzigki temu, ze uwzgledniajac
nowy program matematyki w szkolach srednich i zakladajac lepsze przygotowanie
Czytelnika do rozwazaii abstrakcyjnych, ograniczono rozwazania wstgpne oraz
zwigkszono precyzje i zwarto$é wypowiedzi. Zachowano jednak taki uktad materia-
hu, aby ksiazka byla zrozumiala takze dla Czytelnika, ktéry ukonczy! szkole $rednia
wedlug dawnego programu.

Wyklad jest sekwencja definicji, twierdzen z dowodami i przykladéw. Definicje
réznia si¢ od innych wypowiedzi tym, Ze zawieraja zwroty: ,,0znacza, ze”’, ,,nazywa
si¢”’, ,,mOwimy, Ze” lub ,,nazywamy”’, a nowo wprowadzany termin wydrukowany
jest pismem pochylym (kursywa). Twierdzenia wyrdzniono w ksiazce kursywa i po-
przedzono numerami odbitymi poélgruba czcionka. Po twierdzeniach nast¢puja
dowody. Znak m oznacza koniec dowodu. Fragmenty ksiazki, ktore przy pierwszym
czytaniu mozna pominaé, oznaczono gwiazdkami.

W celu opanowania materialu podanego w ksiazce Czytelnik powinien samodzielnie
rozwigzaé znaczng liczbe zadan, korzystajac ze zbior6éw, ktérych wykaz podano na
koncu ksigzki.

Warszawa, luty 1976 r. ROMAN LEITNER






Rozdzial Loglka

§ 1. Rachunek zdan

Zdanie. Przedmiotem logiki sa zwiazki miedzy zdaniami. Przez zdanie rozumiemy w logice
wypowiedZ oznajmujaca i sensowna, tj. taka, ktorej w ramach danej nauki mozna
przypisaé ocen¢ prawdziwesci albo falszu i tylko jedna z tych dwéch ocen.

Ocene prawdziwoéci oznaczamy cyfra 1, oceng falszu cyfra 0. Zdania oznaczamy

literami p, q, r, ... . Jesli p jest zdaniem prawdziwym, to méwimy, Ze warto$¢ logicz-
na zdania p jest rowna 1 i piszemy

w(p) =1
Jesli p jest zdaniem falszywym, to méwimy, Ze wartos$é logiczna zdania p jest rowna 0
i piszemy

w(p) =0
Nie dopuszczamy innych wartosci zdania niz 0 i 1, czyli rozwazamy logike dwu-
wartosciowq.

Zmienna zdaniowa. Litere, ktéra moze oznacza¢ dowolne zdanie (z zakresu danej nauki) nazy-
wamy zmiennq zdaniowq. Zmienna zdaniowa moze mie¢ warto$é logiczna 1 lub O
zaleznie od tego jakie zdanie oznacza. Je§li za zmienna zdaniowa p podstawiono
zdanie prawdziwe, to moéwimy, Ze dokonano podstawienia p =1, jesli za§ za
p podstawiono zdanie falszywe, to mowimy, Zze podstawiono p = 0.

Zmienna nazwowa. W matematyce rozwazamy zbiory liczb, zbiory funkcji, zbiory figur itp.
Litere oznaczajaca dowolny element takiego zbioru nazywamy zmiennqg nazwowq
(indywiduowaq).

Zdania zlozone. Zdania zlozone tworzymy w logice ze zdan skladowych za pomoca spdjnikéw
logicznych. Istnieje kilkanascie spdjnikow logicznych, z ktérych najwazniejszymi
i wystarczajacymi dla potrzeb matematyki sa

nie i lub implikuje  jest réwnowazne (1.1)
Spdjniki te oznaczamy symbolami
~ A \% = < (1.2)
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Zdania zlozone, utworzone za pomoca tych spdjnikow ze zdan p, ¢, podane sa w na-
stgpujacej tablicy

Nazwa Zapis" Sposob odczytania?
1 | Negacja (zaprzeczenie) ~p nie p
2 | Koniunkcja (iloczyn logiczny) PAgq pig
3 | Alternatywa (suma logiczna) PpVaq p lub g
4 | Implikacja (wynikanie) pP=>q p implikuje g
5 | Rownowaznos$¢ (ekwiwalencja) peq P jest rownowazne q

Zdania sktadowe (cztony), z ktorych zbudowane jest zdanie zlozone, nazywamy:
— czynnikami w przypadku koniunkcji,

— skladnikami w przypadku alternatywy,

— poprzednikiem i nastepnikiem w przypadku implikacji.

Tre$é logiczna negacji, koniunkcji, alternatywy, implikacji i rownowaznosci zde-
finiujemy za pomoca tabel zerojedynkowych. Tabele takie podaja wartosei logiczne
zdan ztozonych w zaleznos$ci od tego jakie sa wartosci logiczne zdan sktadowych.

Negacj¢ definiujemy za pomoca nastgpujacej tabeli

p ~p
1 0
0 1

Z tabeli tej odczytujemy, Ze negacja zdania p jest:
— falszywa, gdy zdanie p jest prawdziwe,

— prawdziwa, gdy zdanie p jest falszywe.

Pozostale cztery zdania zloZzone definiujemy za pomoca tabeli

p q PpANgq pVayg p=4q p=q
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

D Inne sposoby zapisu: negacji ~]p, koniunkcji p-gq, alternatywy p-+g¢, implikacji p ¢, p>-¢q, rownowa-
znosci p=q, pe—q, p=q, p~q.

* Inne sposoby odczytania: negacji — ,,nieprawda jest, ze p”’, implikacji — ,,jesli p, to ¢, ,,z p wynika ¢q”,
,»D pociaga q”, ,,p jest warunkiem wystarczajacym dla ¢, ,,q jest warunkiem koniecznym dla p”, rowno-
wazno$ci — ,,p jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla ¢”, ,,p jest prawdziwe wtedy i tylko
wtedy gdy g jest prawdziwe”.
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Z tabeli tej odczytujemy, ze:

— koniunkcja jest prawdziwa, gdy oba czynniki koniunkcji s3 prawdziwe, w po-
zostatych przypadkach jest falszywa;

— alternatywa jest falszywa, gdy oba skladniki alternatywy sa falszywe, w pozo-
stalych przypadkach jest prawdziwa;

— implikacja jest prawdziwa, gdy poprzednik i nast¢pnik sa prawdziwe, a takZe
wtedy, gdy poprzednik jest falszywy (co wyrazamy, mowiac: z prawdy prawda wynika
oraz z falszu zaréwno prawda jak i falsz mogq wynikac); implikacja jest falszywa,
gdy poprzednik jest prawdziwy, a nastgpnik falszywy (co wyrazamy, modwiac:
z prawdy falsz nie wynika);

— rownowazno$é dwoch zdan jest prawdziwa, gdy zdania te maja jednakowa war-
to$¢ logiczna; w przeciwnym przypadku rownowazno$¢ tych zdan jest falszywa.
Implikacji nie nalezy utozsamia¢ z wnioskowaniem. Implikacje moZzna tworzyé
ze zdan nie pozostajacych w zwiazku przyczynowym, co wigcej, implikacja taka
jest prawdziwa, gdy oba te zdania sa falszywe. Natomiast wnioskowanie polega na
tym, Ze ze zdania uznanego za prawdziwe wyprowadzamy nowe zdanie prawdziwe.

Whnioskowanie jest odpowiednikiem tego przypadku implikacji, w ktérym poprzed-
nik i nastgpnik sa prawdziwe.

Spéjniki logiczne zaliczamy do funktoréw zdaniotwérczych? i nazywamy odpowied-
nio: funktorem negacji, funktorem koniunkcji, funktorem alternatywy, funktorem
implikacji i funktorem réwnowaznoéci. Pierwszy z tych funktoréw jest jednoargu-
mentowy, gdyz odnosi si¢ do jednego zdania, pozostale s3 dwuargumentowe, gdyz
odnosza si¢ do pary zdan.

Nawiasy i kolejno$¢ stosowania funktoréw. Aby zapewni¢ sobie jednoznaczno$¢ odczytu zdania
ztozonego, ktorego czlony sa rowniez zdaniami ztozonymi, wprowadzamy podobnie
jak w arytmetyce, nawiasy np.

[pv(~9]<[~(vae) = (gar)] 1.3)

Aby za$ unikna¢ nadmiaru nawiaséw, przyjmujemy umowe, Ze tam, gdzie nie ma
nawiaséw, kolejno$¢ stosowania poszczegélnych funktoréw powinna by¢ zgodna
z kolejno$cia wymienienia ich w (1.2). Méwimy, Ze znak negacji wiaZe si¢ ze zmienna
zdaniowa mocniej niz pozostale 4 znaki, a znak koniunkcji wigZze si¢ mocniej niz
znaki alternatywy, implikacji i rownowaznosci itd. Dzigki tej umowie wyraZenie (1.3)
moze byé zapisane w pastaci

pv~qg<s ~(pvqg)=>qAr (1.9)

Symbolika beznawiasowa FEukasiewicza?). W symbolice tej funktory (1.1) oznaczane sg lite-
rami N, K, A, C, E, ktore pisze si¢ przed argumentami tych funktoréw. Tak wigc
alternatywe pv g zapisujemy w postaci Apq, alternatywe pv ~q w postaci ApNg,
a wyrazenie (1.4) w postaci

EApNqCNApqKqr

1 Takze kwantyfikatory (§ 3) sa funktorami zdaniotworczymi.
2 Jan Lukasiewicz (1878-1956), logik polski.
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Obliczanie wartosci logicznej formuly rachunku zdain. Dowolny napis utworzony ze zmiennych
zdaniowych i symboli spojnikéw logicznych, ktéry po podstawieniu za zmienne
dowolnych zdan staje si¢ zdaniem (prawdziwym lub fatszywym), nazywamy formulq
rachunku zdan. Wartos¢ logiczna kazdej formuly rachunku zdan na ogét zalezy od
wartosci logicznych jej cziondw.

Przyklad 1.1. Formula rachunku zdan
pv~q
po podstawieniu p = 0, = 1 ma warto$é logiczna
Ov~1=0v0=0
Ta sama formula dla p = 0,4 = 0 ma warto$¢ logiczna
Ov~0=0vl=1
Przyktad 1.2. Formula pv ~p przy kazdym podstawieniu przyjmuje warto$¢ 1, bowiem
dla p=1ljestlv~l=1v0=1
dla p=0jest Ov~0=0vl=1

§ 2. Tautologie. Reguly wnioskowania

Tautologie. Formul¢ rachunku zdan, ktéra przy podstawieniu za zmienne zdaniowe dowolnych
zdan prawdziwych lub falszywych staje si¢ zawsze zdaniem prawdziwym, nazywamy
tautologiq. Aby zaznaczyé, ze formula F jest tautologia, mozna poshuzyé si¢ zna-
kiem | (ktory odczytujemy: zawsze prawdq jest, ze) i napisaé I F. Istnieje nieskonicze-
nie wiele tautologii; sa one w logice tym, czym toZzsamoéci np. algebraiczne lub try-
gonometryczne w matematyce. Niektore tautologie byly znane juz w starozytnosci
i w §redniowieczu i uwazano je za podstawowe prawa logiki. Ponizej formutujemy
kilkanascie najwazniejszych tautologii, przy czym litery P, Q, R oznaczaja dowolne
formuly rachunku zdaf, a obok podajemy nazwy tych tautologii

Pv~P prawo wylaczonego $rodka?
~ (PA ~P) prawo niesprzecznosci
PAP<P idempotentno$é koniunkcji
PvP<P idempotentnos$é alternatywy
PAQ< QAP przemienno$¢ koniunkgji
PvQ<«QvP przemienno$é alternatywy
PA(QAR)<>(PAQ)AR facznosé koniunkeji
Pv(QvR)<(PvQ)VR lacznoéé alternatywy
PA(QVR)<>PAQVPAR rozdzielnoéé koniunkcji wzgledem alternatywy
Pv(QAR)y<(PvQ)A(PVR) rozdzielno§é alternatywy wzgledem koniunkcji
~ (~P)=P podwéjna negacja
~(PAQ)<> ~Pv ~Q negacja koniunkgji?’
~(PvQ)s ~PA~Q negacja alternatywy?
P=>Q0<«Qv~P zwiazek implikacji z alternatywa

1 tertium non datur.

2) Prawa negacji koniunkcji i negacji alternatywy nazywane sa prawami de Morgana. A. de Morgan (1806-1871),
logik angielski.



