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ROZDZIAL 3.
Radzenie sobie z przypadkowoscia
za pomoca teorii prawdopodobienstwa

W poprzednim rozdziale skupilem si¢ na liczbowym okresélaniu
osobistej niepewnosci co do konkretnych zdarzen, opartej na oce-
nie danej osoby i specyficznej dla niej. Ale jesli znasz teori¢ praw-
dopodobienstwa ze szkoly lub studidéw, zapewne uczyles sie jej
w zupelnie inny sposéb, na podstawie rzutéw moneta, rzutéw
kostka, loterii i innych sytuacji, w ktérych dziata ,,przypadek”, w tym
z uwzglednieniem stawetnych pytan o skarpetki w szufladach.
Nadszed! czas, aby wréci¢ do tego bardziej tradycyjnego podej-
$cia, historycznie zakorzenionego w grach i hazardzie. Moze si¢ to
wydawaé powrotem do szkoly, ale dzigki prostym grom mozna
intuicyjnie zrozumie¢ formalne zasady teorii prawdopodobien-
stwa. Moze to pom6c w udzielaniu odpowiedzi na niektdre trudne

pytania egzaminacyjne, a nawet w urzadzeniu loterii.

Kilka lat temu kupowatem u lokalnego rzeznika udziec jagniecy,
ale przedstawilem nietypowa prosbe: aby dolaczyt staw skokowy.
Nastepnie wykonalem niechlujng, bardzo amatorska sekcje i wy-
dobytem osadzong w kostce matlg kos¢, ktéra zapewnia polacze-
nie migdzy noga a stopa. Jest to kos¢ skokowa. Jak wida¢ na zdje-
ciu z rysunku 3.1, ma ona cztery plaszczyzny, na ktérych moze
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RADZENIE SOBIE Z PRZYPADKOWOSCIA

Rysunek 3.1.

Wycieta przeze mnie jagnieca ko$¢ skokowa i cztery mozliwe sposoby, w jakie
moze upasc. Na podstawie 200 rzutdw otrzymatem scianke 1 w 10% rzutdw,
Scianke 3 w 43%, scianke 4 w 36% i scianke 6 w 11%
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wyladowa¢ w wyniku rzutu. Od co najmniej 5000 lat ludzie z wielu
réznych kultur, od Grecji po Mongolig, uprawiali hazard na pod-
stawie rzutéw kos¢mi lub wykorzystywali je do wroézenia.

Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ poszczegolnych $cianek nie
jest rowne. Rzucitem mojg ko$cig 200 razy i uzyskatem wartosci
procentowe wymienione w podpisie do rysunku 3.1. Historyczka
statystyki Florence Nightingale David uzyskata podobne wyniki,
wynoszgce okoto 10%, 40%, 40% i 10%".

Popularng gra wéréd Rzymian bylo rzucanie czterema kos¢mi
skokowymi i obstawianie wynikéw. Gdy wszystkie cztery $cianki
byty rézne, rzut nosit nazwe ,, Wenus”. Kosci skokowych uzywano
réwniez do uzyskiwania odpowiedzi od wyroczni w $wiatyniach,
gdzie rzut Wenus uwazano za korzystng wrdzbe, a rzut ,,psy” (same
$cianki 1) za niekorzystng'. Wybitny rzymski historyk Swetoniusz
pisal, ze poeta Propercjusz powiedzial: ,,Kiedy chcialem wyrzucié
korzystng Wenus, przeklete psy zawsze wyskakiwaly”.

W hazardzie nieregularnie uksztaltowana koé¢ skokowa byla
stopniowo zastepowana przez bardziej symetryczne kosci. Znane
sg ich terakotowe przyklady z doliny Indusu sprzed okoto 3000 lat.
Ko$ci te mialy juz liczby od 1 do 6 rozmieszczone zgodnie z obec-
nym wzorem, w ktérym suma wartosci na przeciwlegtych $ciankach
wynosi 7. Jednak cho¢ na wyniki rzutéw tymi malymi przedmio-
tami na ziemie lub stot stawiano ogromne sumy pieniedzy, wydaje
sie, ze az do 1500 roku nikt nie prébowat analitycznie ustali¢, co

dzieje si¢ w trakcie gry. Prowadzi to do nast¢pujacego pytania:

" To odpowiednie imie dla statystyczki z uwagi na pionierskie prace Florence
Nightingale w zakresie analizy statystycznej i grafiki.

" Dla wartoéci wspomnianych w podpisie rysunku 3.1 prawdopodobienistwo
rzutu ,,Wenus” wynosi okolo 4%, a rzutu ,,psy” — 0,01% (1 na 10 000).
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Przez tysiaclecia ludzie rzucali przedmiotami i obstawiali sposéb,
w jaki wyladuja. Dlaczego wiec koncepcja prawdopodobierstwa
ugruntowata sie dopiero stosunkowo niedawno?

Podawanych jest wiele wyjasnien tego osobliwego przypadku, jak
to ze klasyczne cywilizacje cenily raczej logiczne dowody niz ekspe-
rymenty, ze wczesne przedmioty uzywane w hazardzie, takie jak
ko$ci skokowe, nie miaty $cisle okreslonej symetrii, ze uwazano,
iz grami losowymi rzadza bogowie, czy to, ze zachodnie systemy
liczbowe byly nieadekwatne (wyobraz sobie uprawianie matema-
tyki z uzyciem cyfr rzymskich) az do okoto 1200 roku, kiedy Leo-
nardo z Pizy, lepiej znany jako Fibonacci, spopularyzowat system
hindusko-arabski, z podstawg 10 i zerem. Niezaleznie od przyczyny
starozytni nie zastanawiali si¢ nad liczbowym przedstawianiem
prawdopodobienstwa.

By¢ moze nie powinno to by¢ zaskoczeniem. Wspomnialem juz,
ze prawdopodobienstwo jest zjawiskiem nieuchwytnym, niemoz-
liwym do bezposéredniej obserwacji i pomiaru. Co wiecej, w roz-
dziale 1. wyjasnilem, ze moze ono mie¢ dwojaka nature: by¢ miarg
niepewnosci epistemicznej, wyrazajaca poziom pewnosci na temat
tego, co mogtoby by¢ znane, ale nie jest, jak réwniez miarg niepew-
nosci aleatorycznej, zwiazanej z przysztymi losowymi wydarzeniami
lub szansami wystapienia zdarzen, ktdre jeszcze pozostaja niewia-
doma. I to wlasnie dzieki tej drugiej kategorii nastapil przelom pro-
wadzacy do tego, ze hazardzi$ci w konicu zaczeli analizowac gry, na

ktére stawiali tak duzo pieniedzy.

Gerolamo Cardano zyt we Wloszech od okoto 1500 do 1571 roku,
w okresie szybkiego rozwoju sztuki i matematyki nazywanym
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renesansem. Byl nieslubnym dzieckiem oszpeconym przez dzume
i, jak sam przyznawal, bywal ,,porywczy, zawzigty i majacy stabo$¢
do kobiet”. Udalo mu si¢ jednak zosta¢ bogatym i stawnym leka-
rzem’.

Zarobil réwniez i stracil wiele pieniedzy na hazardzie, a okolo
1550 roku zdecydowal sie zapisa¢ swoja wiedze w ksiedze Liber
de ludo aleae (czyli ,Ksiega gier losowych”)’. W kroétkich rozdzia-
tach omawia metody oszukiwania (,,jesli chcesz wygra¢ niesprawie-
dliwie, niezwykle pomocne jest posiadanie poplecznikéw”)’, role
szczgécia i roznice migdzy kartami a kos¢mi. Ale jego stawa wynika
z tego, ze jako pierwszy odnotowal, iz symetria ko$ci oznacza, ze
wyrzucenie kazdej z liczb powinno by¢ réwnie prawdopodobne.
Ujal to w pozornie nieistotnym zdaniu: ,,Moge réwnie fatwo wyrzu-
ci¢ jeden, trzy lub pie¢ jak dwa, cztery czy sze$¢”.

Dzieki wyliczeniu wszystkich mozliwosci bardzo zblizyl si¢ do
koncepcji prawdopodobienstwa. Popularng gra bylo wéwczas
rzucanie dwiema kos$¢mi i obstawianie sumy wynikéw. Cardano
dostrzegl, ze istnieje 36 mozliwych wynikow rzutu jedna, a nastep-
nie drugg koscia, w tym (1,1), (1,2) i tak dalej. Liste wszystkich moz-
liwych rezultatéw nazwat ,,obwodem”. S one pokazane w tabeli 3.1
wraz z wynikowymi sumami zapisanymi w siatce.

Nastepnie obliczyt liczbe sposobdw, w jakie mozna uzyskac, na
przyklad, sume 10. Wynik tych obliczen podawat jako utamek tacz-
nej liczby wszystkich mozliwych rezultatéw: ,Sumie 10 odpowia-
daja rzuty (5,5) i (6,4), ale ten ostatni moze wystapic¢ na dwa sposoby,
wiec catkowita liczba sposobow uzyskania 10 bedzie wynosi¢ /1,
obwodu”. Dzi§ moze si¢ to wydawac dos¢ oczywiste, lecz byt to

wazny krok do uswiadomienia, ze przy dwoch kosciach istnieje

" Ivey przekonat si¢ o tym na wlasnej skorze, gdy grat w Crockfords.
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Drugi rzut

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9

Pierwszy rzut

4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Tabela 3.1.
Trzydziesci sze$¢ mozliwych rezultatow rzutu dwiema kosémi z wynikowa suma
liczb na sciankach
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tylko jeden sposob na wyrzucenie sumy 2, ale wiele mozliwych spo-
soboéw na uzyskanie na przykiad sumy 7.

Tak wiec cho¢ Cardano nigdy nie pisal jednoznacznie na ten
temat, jest powszechnie uznawany za tworce ,,klasycznego” praw-
dopodobienstwa, nauczanego w szkotach na calym $wiecie. Dotyczy
ono obliczania, jaka cze¢$¢ z zestawu réwnie prawdopodobnych
wynikow jest ,.korzystna”. Na przyktad jesli chcesz wyrzuci¢ sume
7,t0 6 z 36 wynikow jest ,,korzystnych”, a zatem prawdopodobien-
stwo wynosi '/s.

Wazne jest, aby odrézni¢ surowe rezultaty sekwencji rzutéw,
ktore mozna przyjac za réwnie prawdopodobne, od wszelkich zda-
rzeri obliczanych na podstawie wynikéw, na przyklad sumy, mak-
symalnej warto$ci rzutu, minimalnej wartosci rzutu i tak dalej.
Kazde takie zdarzenie wymaga odwzorowania zestawu prostych
rezultatow na pojedyncza liczbe, a technicznym terminem okregla-
jacym wynikowe zdarzenie jest zmienna losowa. Nawet jesli surowe
rezultaty sa rownie prawdopodobne, z mozliwymi warto$ciami
zmiennej losowej jest inaczej, co zauwazyl Cardano, gdy stwierdzit,
ze istniejg trzy mozliwe rezultaty dajace w sumie 10.

W ten sposdb mozna uzyska¢ rozklad prawdopodobienstwa
dla zmiennej losowej i, za Cardanem, uzy¢ tabeli 3.1, aby uzyskaé
rozklad dla sumy rzutéw dwiema symetrycznymi kos¢mi, co ilu-
struje rysunek 3.2.

Srednia sumy, wazona prawdopodobienistwem wystgpienia kaz-

dego zdarzenia, wynosi 7. Jest to tak zwana warto$¢ oczekiwana

" Oto obliczenia:
(23)+(35)+ (45)+(55) + (6 5) + (7 5) + (8-5) +

+(9-%)+(10-:—6)+(11-:—6)+(12é)=7.
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Rysunek 3.2.

Rozktad prawdopodobienstwa dla sumy rzutdw dwiema kostkami, przy zatozeniu
idealnie symetrycznych kostek oraz uczciwych i niezaleznych rzutow
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zmiennej losowej, znana réwniez jako jej $rednia. Bedzie ona wielo-
krotnie pojawiac si¢ w calej ksigzce.

Nalezy zwroci¢ uwage na bezposrednio podane zatozenia, zgod-
nie z ktérymi: a) kosci sg symetryczne i rzucane w sposéb pozwa-
lajacy przyjaé, ze prawdopodobienstwo wypadniecia dowolnej liczby
oczek jest rowne, oraz b) rzuty sg niezalezne (w tym sensie, Ze
wynik pierwszego nie wptywa na drugi). Ciagle powtarzanie tych
uwag staloby si¢ nuzace, ale zawsze nalezy pamieta¢, ze kazde sza-
cowane prawdopodobienstwo jest uzaleznione od wielu zatozen.

W kilku kwestiach Cardano si¢ mylil. Chociaz nalezy doceni¢,
ze jednoznacznie podkreslit zalozenie, ze ,,ko$¢ jest uczciwa”, nie-
stety zapomnial uwzgledni¢ t¢ kwestie w kontekscie kosci skoko-
wych, kiedy domyslnie zalozyt, iz istniejg rdwne szanse na wypad-
nigcie kazdej z czterech $cianek. W efekcie stwierdzil, ze rzut Wenus
»WYstapi 6 razy czesciej niz rzut, w ktorym wszystkie $cianki sg
takie same”. Bylo to catkowicie btedne oszacowanie. Rysunek 3.1
pokazuje, ze dwie $cianki (3 i 4) wypadaja znacznie czesciej, a zatem
na podstawie zaobserwowanych przeze mnie wartosci prawdopodo-
bienstwo uzyskania czterech takich samych $cianek wynosi okoto
5%, w poréwnaniu z 4% dla scenariusza z czterema réznymi $cian-
kami (rzut Wenus). Fakt, ze Cardano tego nie zauwazyl, sugeruje,
iz rzadko (jesli w ogole) grat kos¢mi skokowymi. Zapewne prefero-
wal bardziej wyszukane (i drozsze) kosci. Uwazal réwniez, iz przy
symetrycznych kosciach ,,s3 takie same szanse na to, ze dana $cianka
pojawi sie w serii trzech rzutdw, jak na to, ze si¢ nie pojawi”. Oznacza
to na przyklad, Ze jego zdaniem szansa na wyrzucenie cho¢ jednej
trojki w serii trzech rzutéw wynosza 50:50. Prawdziwy wynik to

42%, czyli nieco mniej niz 50:50".

" Przy standardowych zasadach (wymienionych w dalszej czeéci rozdziatu)

prawdopodobieristwo nieuzyskania ani jednej 3 we wszystkich trzech rzutach

82
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://onepress.pl/rf/sztzyc
https://onepress.pl/rt/sztzyc

RADZENIE SOBIE Z PRZYPADKOWOSCIA

Cardano przezyl 74 lata, ale podobnie jak zdarza si¢ u wielu
genialnych ludzi, jego dzieci nie poszty w jego $lady. Jeden syn byt
przestepca, ktory zostal oficjalnym oprawca i katem, natomiast
drugi, jak na ironie, zostal stracony za otrucie zony. Dodatkowym
nieszczesciem bylo to, ze praca Cardana o grach losowych zostata
opublikowana dopiero w 1663 roku, 90 lat po jego $mierci, a do tego
czasu wszystkie jego pomysly zostaly juz przypisane innym.

W czasach gdy rekopis Cardana lezal nieodnaleziony wsérdd jego
dokumentéw, niektdre z najlepszych umystow w Europie zaczety
pracowac nad grami losowymi. Galileusz pisal obszerne (i nudne)
teksty o sposobach wyznaczania liczby korzystnych wynikow,
a w polowie lat 50. XVI wieku Pierre de Fermat i Blaise Pascal pro-
wadzili korespondencje, ktora jest czesto uznawana za podstawe
teorii prawdopodobienstwa, chociaz (podobnie jak Cardano i Gali-
leusz) zajmowali si¢ oni przede wszystkim wyliczaniem mozliwych
wynikow. Stowo ,,prawdopodobienstwo” nie bylo uzywane w nowo-
czesnym znaczeniu az do przetomowej pracy Jacoba Bernoulliego
z 1713 roku, Ars Conjectandi (czyli ,,Sztuka przypuszczania”).

Jednym z wyzwan stojacych przed Fermatem i Pascalem byt
przedstawiony 200 lat wczesniej ,,problem punktéw”: jak spra-
wiedliwie podzieli¢ stawke po przerwaniu gry? Ponizej omawiam
(wysoce fikcyjny) przyktad.

wynosi (Z) . (Z) . (Z) = 0,58. Zatem prawdopodobienistwo uzyskania co naj-
mniej jednej 3 jest wynosi 1 - 0,58 = 0,42. Przypuszczalnie Cardano uznat, ze
skoro spodziewamy sie wyrzucenia 3 raz na sze$¢ rzutéw, w trzech rzutach powin-
ni$my mie¢ 50 na 50 szans na pojawienie si¢ tej liczby. Ale byloby to prawda tylko
wtedy, gdyby istniata gwarancja, ze 3 pojawi si¢ na przestrzeni szesciu rzutow,

co mialoby miejsce tylko w scenariuszu bez powtorzen.
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Z braku lepszych zaje¢ Romeo i Julia graja w gre, w ktérej rzucaja
(uczciwg) moneta. Romeo wygrywa stawke 80 dukatéw,
jesli wczesniej wypadna trzy orty. Z kolei Julia wygrywa,
jezeli najpierw wypadna trzy reszki. Rzucili moneta trzy razy
i uzyskali sekwencje ROR. Wstaje swit, Romeo oswiadcza,
ze musi odejs¢, dlatego przerywaja gre. Jak nalezy podzieli¢
stawke?

Romeo twierdzi, ze stawke nalezy podzieli¢ po réwno, po 40 duka-
tow dla kazdej strony, poniewaz oboje zachowuja szanse na wygrana.
Julia zauwaza jednak, ze jej zdaniem nie jest to sprawiedliwe. Pro-
wadzi i potrzebuje tylko jednej reszki wigcej, aby wygra¢. Nalezy
obliczy¢, jak duza jest szansa na jej wygrana.

Jedna z mozliwosci jest wymienienie wszystkich mozliwych spo-
sobow kontynuacji gry. Jesli przyjaé, ze gra bedzie sie toczy¢ do
samego konca, dalszy ciag moze wygladac¢ tak:

* ROR OO — wygrywa Romeo,
* ROR OR — wygrywa Julia,
* ROR RR — wygrywa Julia,
* ROR RO — wygrywa Julia.

Jesli zalozymy, Ze moneta jest uczciwa, to wszystkie te ,,mozliwe
przyszlosci” sa rownie prawdopodobne, a zatem s3 szanse trzy z czte-
rech, ze wygra Julia.

Wydaje si¢ to nieco niezdarng metoda, poniewaz dwie ostatnie
gry mogly zosta¢ zatrzymane po czterech rzutach. Zamiast tego mo-
zemy pomysle¢ o tym, czego by$my sie spodziewali, gdyby w jakims
dziwacznym scenariuszu Dnia Swistaka zagrali w te sama gre sto
razy. Na rysunku 3.3 jest to zilustrowane w formie drzewa oczeki-

wanych wynikow.
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Czwarty rzut Piaty rzut Wynik
Orzet 25  WygranaRomea
b
Orzelt Reszka 25 Wygrana Julii
100

Reszka
50 Wygrana Julii

Rysunek 3.3.

Drzewo oczekiwanych wynikéw obrazujace, czego mozna sie spodziewac,
jesli przerwana gra Romea i Julii bedzie kontynuowana sto razy. Julia wygrywa
w 75 na 100 mozliwych scenariuszy
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Mozna oczekiwac, ze w 50 z kontynuowanych gier Julia wygra
w nastepnym rzucie, a w 25 po dwdch kolejnych rzutach (jeden
orzel i jedna reszka). Nie wiadomo, ktéra z tych réwnie prawdo-
podobnych ,,mozliwych przysztosci” wystapi, a zatem racjonalnie
mozna przyja¢é, ze prawdopodobienstwo ostatecznej wygranej Julii
wynosi /100 = /4.

Inng metodg jest narysowanie drzewa prawdopodobieristwa
(rysunek 3.4), ktére obrazuje, w jaki sposéb moga powstac rézne
mozliwe wersje przysztosci. W drzewie podane jest zakladane praw-
dopodobienstwo wyboru kazdej $ciezki w dot przy kazdym rozga-
tezieniu. Prawdopodobienstwo, ze w nastepnym rzucie wypadnie
orzel, wynosi '/,. W tym scenariuszu obie strony majg rowne szanse
i kazdy gracz z prawdopodobienistwem '/, moze wygra¢ w pigtym
rzucie. Aby dopasowa¢ wartosci do tych z rysunku 3.3, powinni$my
uzyskac konicowe prawdopodobienstwo wygranej Romea réwne
*/100 = '/4. Aby je otrzymaé, wystarczy pomnozy¢ prawdopodobien-
stwa wyboru $ciezek w rozgalezieniach: '/,-'/, = '/4. Podobnie aby
na rysunku 3.4 dopasowac czestotliwo$¢ wygranych Julii do wcze-
$niej uzyskanych wartosci ("/100 = */4), wystarczy zsumowac liczby
na koncach odpowiednich gatezi: '/4+'/> = */a.

Przedstawilem trzy rézne sposoby rozwigzania problemu wygra-
nej: a) wyliczenie wszystkich mozliwych przysztych gier, b) spraw-
dzenie, co moze si¢ wydarzy¢ przy wielu powtoérzeniach, oraz
c) obliczenie prawdopodobienstwa dla jednej kontynuowanej gry.
W kazdym z tych podejs¢ otrzymujemy prawdopodobienstwo wy-
granej Romea lub Julii w stosunku 25:75. Ale to niekoniecznie okre-
$la, jak nalezy podzieli¢ stawke.

Nalezy pamietaé, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej to
sredni wynik wazony odpowiednimi prawdopodobienstwami.
Gdy gra zostaje przerwana, Romeo ma 25% prawdopodobienstwa
wygrania 80 dukatéw i 75% prawdopodobienstwa wygrania 0, wiec
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Czwarty rzut Piaty rzut Wynik Prawdopodobienstwo

V2 Orzet  Wygrana Romea Va
Orzet <
V2 Reszka Wygrana Julii Va

Ya

Y5
Reszka Wygrana Julii a

Rysunek 3.4.
Drzewo prawdopodobieristwa dla jednego przebiegu przerwanej gry Romea
i Julii. Prawdopodobienstwo wygranej Julii wynosi '/o+'/a = 3/4
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jego oczekiwana wygrana wynosi (80 - 25%) + (0 - 75%) = 20. Z kolei
oczekiwana wygrana Julii wynosi 60 dukatéw. Pascal, Fermat i wszy-
scy inni matematycy probujacy rozwigza¢ problem punktéw auto-
matycznie zakladali, ze sprawiedliwy jest podziat stawki zgodnie
z oczekiwang wygrang kazdego z uczestnikow, dlatego Romeo powi-
nien otrzymac¢ 20 dukatow, a Julia 60.

Kwestia decydowania o wyniku przerwanej gry moze wydawac
sie malo istotna, ale ma ogromne znaczenie w duzych turniejach
krykieta. Moga one trwa¢ wiele dni, a gdy gra zostaje przerwana
z powodu deszczu lub ciemnoéci, konieczna jest ocena, ile runow
nalezy wyznaczy¢ jako cel do pokonania przez druzyng przeciwna.
Metoda Duckwortha-Lewisa-Sterna (DLS), wymyslona przez sta-
tystykow Franka Duckwortha’ i Tony’ego Lewisa, okre$la ten cel
jako szacunkowa oczekiwang liczbe runéw przy uwzglednieniu
dostepnych ,,zasobow” w postaci wicketow i pilek pozostatych do
rozegrania. Metoda ta byta wielokrotnie modyfikowana. Obecnie
jest do$¢ zlozona, a implikacje jej zastosowania nie zawsze sa oczy-
wiste. Na przyktad w jednodniowym meczu pomiedzy Anglia
i Indiami Zachodnimi w 2009 roku w Gujanie trener Indii Zachod-
nich wycofal swoja druzyne z powodu ztego o$wietlenia, wierzac,
ze osiagneli cel zgodnie z metoda Duckwortha-Lewisa-Sterna.
Nie wziat jednak pod uwage, ze jeden z graczy zostal wyelimino-
wany przy ostatniej pilce. Ten niefortunny blagd w obliczeniach
sprawil, ze Anglia wygrala z przewagg jednego runa. Jest to dobra
lekcja dla wszystkich, ktérzy podejmuja decyzje na podstawie
WZOrow.

" Znam Franka. Jest uroczym entuzjastg krykieta, ktéry byl zaskoczony zdoby-
ciem miedzynarodowej stawy po zakonczeniu pracy statystyka w Central Elec-

tricity Generating Board i przej$ciu na emeryture.
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Chociaz pokazane na rysunku 3.3 drzewo prawdopodobienstwa
dla gry Romea i Julii moze wydawac si¢ intuicyjne i proste, pozwala

przedstawi¢ podstawowe zasady prawdopodobienstwa:

1. Prawdopodobienistwo wystgpienia zdarzenia jest liczbg
z przedziatu od 0 do 1. Niemozliwe zdarzenia maja
prawdopodobienstwo 0 (na przyklad wygrana kogos
innego niz Romeo lub Julia), a pewne zdarzenia maja
prawdopodobienstwo 1 (wygrana dowolnej ze stron).

2. ,Reguta dopetnienia”. Prawdopodobienstwo niewystgpienia
zdarzenia wynosi 1 minus prawdopodobienstwo jego
wystapienia. Na przyktad prawdopodobienstwo wygrane;j
Julii wynosi 1 minus prawdopodobienstwo wygranej
Romea: 1 - /4 ="/4.

3. Dodawanie, czyli reguta LUB. Dodaj prawdopodobienstwa
wzajemnie wykluczajacych si¢ zdarzen (czyli takich,
ktore nie moga wystapi¢ w tym samym czasie), aby uzyska¢
prawdopodobienstwo catkowite. Na przyklad
prawdopodobienstwo wygranej Julii wynosi */4,
poniewaz prowadzi do niej ,,reszka w czwartym rzucie”

o prawdopodobienstwie '/, LUB sekwencja ,,orzel + reszka”
o prawdopodobienistwie /.

4. Mnozenie, czyli reguta I. Mnozenie prawdopodobienstw
pozwala uzyska¢ ogdlne prawdopodobienstwo wystapienia
sekwencji niezaleznych zdarzen (co oznacza, ze jedno
nie wplywa na drugie). Na przyklad prawdopodobienstwo
wystapienia sekwencji orzet I orzet wynosi '/, '/> = '/s.

Te reguly oznaczajg, ze po narysowaniu drzewa prawdopodo-

biefstwa:
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* Aby uzyska¢ catkowite prawdopodobienstwo dotarcia
do konca galezi, nalezy pomnozy¢ prawdopodobienstwa
w punktach rozgalezien (reguta 4).

* Aby uzyska¢ catkowite prawdopodobienstwo zdarzenia
(na przyktad wygranej Julii) '/, nalezy zsumowac¢ catkowite
prawdopodobienstwa dla kazdej galezi prowadzacej do tego
zdarzenia (regufa 3).

I to juz wszystko! Calg teori¢ prawdopodobienstwa mozna pod-
sumowac w tych prostych zdaniach. Okazuje sig, ze te zasady sa nie-
zwykle przydatne.

W wielu grach losowych rozsadne jest zalozenie, ze powtarzajace
sie obserwacje sg niezalezne — wynik pierwszego rzutu monetg nie
wplywa na prawdopodobienstwa drugiego. Czgsto jednak potrze-
bujemy prawdopodobienstw, ktore zmieniajg si¢ w zaleznosci od
poprzednich wynikéw. Jest to tak zwane prawdopodobienstwo
warunkowe. Na przyktad, jak wie kazdy karciarz, po rozdaniu asa
z talii kart prawdopodobienstwo, ze nastepng kartg tez bedzie as,
spada.

Tak wigc, zgodnie z wezedniejszym ostrzezeniem, pora przejs¢
do skarpetek.

Jestem zbyt leniwy, by taczy¢ wyprane skarpetki w pary.
Pewnego ranka w szufladzie znajduja sie wymieszane dwie
fioletowe i cztery zielone skarpetki. Bez patrzenia wyjmuje dwie
losowe z nich. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze otrzymam
dopasowang pare?
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Jest to tak zwane losowanie bez zwracania, poniewaz zachowuje
kazdg skarpetke, ktéra wybiore, zamiast odkladac z powrotem do
szuflady. Z tego powodu prawdopodobienstwo wylosowania kolej-
nej skarpetki ulega zmianie. Mozna skonstruowac tabele podobna
do tej dla dwoch kosci Cardana (tabela 3.2), nalezy jednak zauwa-
zy¢, ze kombinacje z niektorych komorek tabeli s3 niemozliwe do
uzyskania, poniewaz ta sama skarpetka nie moze zosta¢ wylosowana
dwukrotnie.

Mozemy réwniez skonstruowa¢ drzewo prawdopodobienstwa
(rysunek 3.5) dla mozliwych wynikéw. Na przyktad istnieje praw-
dopodobienstwo */¢ = '/3, ze pierwsza skarpetka bedzie fioletowa.
Nastepnie pozostaje pie¢ skarpetek, z ktérych jedna jest fioletowa.
Dlatego prawdopodobienstwo, ze druga tez bedzie fioletowa,
wynosi '/s. Reguta 4 mowi, ze aby obliczy¢ ogdlne prawdopodo-
bienstwo otrzymania kazdego rodzaju pary (fioletowa/fioletowa,
fioletowa/zielona, zielona/fioletowa, zielona/zielona), nalezy
pomnozy¢ prawdopodobienstwa w punktach rozgalezienia. W ten
sposob uzyskasz wartosci pokazane po prawej stronie rysunku 3.5.
Tak wiec catkowite prawdopodobienstwo otrzymania pary (fiole-
towa + fioletowa) jest rowne prawdopodobienstwu, ze pierwsza
skarpetka bedzie fioletowa, pomnozonemu przez warunkowe praw-
dopodobienstwo, ze druga bedzie fioletowa w sytuacji, gdy pierw-
sza byla w tym kolorze. Oto obliczenia: */s- /5 = /.

Prawdopodobienstwo otrzymania dopasowanej pary jest, zgod-
nie z regula 3, prawdopodobienstwem wylosowania pary (fioletowa

+ fioletowa) zsumowanym z prawdopodobienistwem wybrania pary

"W notacji matematycznej mozna to zapisa¢ tak: Pr (obie skarpetki fiole-
towe) = Pr (pierwsza fioletowa) - Pr (druga fioletowa | pierwsza fioletowa), gdzie
symbol ,,|” nalezy odczytywad jako ,,przy” lub ,,warunkowo dla”.
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Druga skarpetka
F1 F2 Z1 72 Z3 74
F1 Para
F2 Para
Z1 Para Para Para
Pierwsza skarpetka
22 Para Para Para
Z3 Para Para Para
74 Para Para Para

Tabela 3.2.

Wszystkie mozliwe wyniki losowania dwdch skarpetek sposrod dwadch fioletowych

(F11iF2)iczterech zielonych (od Z1 do Z4). Z 30 mozliwych wynikow,

przy zatozeniu réwnego prawdopodobieristwa, 14 daje dopasowang pare
skarpet. Zatem prawdopodobienstwo wylosowania pary wynosi '#/z = 7/1s = 47%
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Pierwsza Druga taczne
skarpetka skarpetka Para? prawdopodobierstwo
s Fioletowa Tak 2/30
Fioletowa
Y ¥ Zielona Nie 8/30
Y 2% Fioletowa  Nie 8/30
Zielona
¥ Zielona Tak 12/30
Rysunek 3.5.

Drzewo prawdopodobienstwa dla losowego wyboru dwdch skarpetek z szuflady
zawierajacej dwie fioletowe i cztery zielone sztuki. Prawdopodobieristwo
otrzymania dopasowanej pary wynosi /3o + '%/30 = '4/x
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(zielona + zielona), co daje */30+ /30 = "*/30 = ’/15. Na szczescie jest
to ta sama warto$¢ co uzyskana przez wyliczenie wszystkich moz-
liwosci.

Moze si¢ wydawac, ze sa to dos¢ podstawowe zagadnienia. Jed-
nak, o czym przekonasz si¢ dalej, wywolaly one wiele watpliwosci,
gdy pojawily si¢ w szkolnym pytaniu egzaminacyjnym.

W jasny, stoneczny poranek w czwartek 4 czerwca 2015 roku
ponad 100 000 15- i 16-letnich uczniéw w Anglii nerwowo siedzialo
w salach egzaminacyjnych, aby rozpocza¢ egzamin Edexcel GCSE
Higher Tier Mathematics*. Odwrocili kartke i po zwyktych zada-
niach z zakresu geometrii i algebry dotarli do pytania 19., ktore doty-
czylo stodyczy Hanny.

W torbie znajduje sie n cukierkdéw. Szes¢ z nich jest
pomaranczowych. Pozostate cukierki sg zétte. Hanna bierze
losowy cukierek z torby. Zjada go. Nastepnie losowo wybiera
inny cukierek z torby i takze go zjada. Prawdopodobienstwo
zjedzenia przez Hanne dwéch pomaranczowych cukierkow
wynosi '/3.

a) Wykaz, ze n>— n-90 = 0. [3 punkty]
b) Rozwiaz rownanie n?— n — 90 = 0, aby znalez¢ wartosc n.
[3 punkty]

Dla wielu uczniéw i ich rodzin pytanie to bylo nie tylko trudne,
ale wrecz zaskakujgce. Komentarze w mediach spolecznosciowych
brzmialy: ,,Ze coooo0, skad sie to w ogdle wzieto?!” i ,,Dlaczego,
Hanno, dlaczego musisz mie¢ te stodycze?””. Petycja dotyczaca
zmiany zasad oceniania przez Edexcel zostala podpisana przez

tysiace osob, a stodycze Hanny staly si¢ tematem dyskusji w calym
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kraju. Rozwigzania prezentowano w telewizji i mediach informa-
cyjnych. A teraz wyobraz sobie, Ze masz 16 lat i znéw znajdujesz
sie w sali egzaminacyjnej. Czy potrafisz rozwigza¢ problem stodyczy
Hanny? Sprébuj to zrobi¢, zanim przeczytasz rozwigzanie, w ktérym

wykorzystano algebre na poziomie oczekiwanym od uczniow.

Rozwiazanie zadania ze stodyczami Hanny

Jest n cukierkdw, z ktérych 6 jest pomaranczowych. Tak wiec
prawdopodobienstwo, ze pierwszy cukierek jest pomaranczowy,
wynosi °/,. Po zjedzeniu przez Hanne tego cukierka pozostaje 7 - 1

cukierkéw, z ktérych 5 jest pomaraniczowych. Zatem prawdopo-

dobienstwo, ze drugi cukierek tez jest pomaranczowy, to T

Prawdopodobienstwo, ze oba cukierki s pomaranczowe, jest rowne

iloczynowi tych prawdopodobienistw i wynosi '/5. Zatem:

1.6_5°
3 n (n-1)
Po przeksztalceniu otrzymujemy:
n-(n—1)=90
Oznacza to, ze:
n>—n—-90=0

Postac ta jest zgodna z wymaganiami dla czescia. W czesci b. mozna
rozwigza¢ to rownanie kwadratowe za pomocg standardowego
wzoru (ktéry zostal podany w arkuszu egzaminacyjnym) lub zau-

wazy¢, czy rOwnanie mozna przeksztalci¢ do postaci:

n—-10)(n+9)=0
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Aby to bylo prawdg, n musi wynosi¢ albo 10, albo —9. Poniewaz n
musi by¢ dodatnie, wnioskujemy, ze w torbie bylo n = 10 cukier-
kow: 6 pomaranczowych i 4 zolte.

I kolejne 6 punktéw na egzaminie GCSE Mathematics zdobyte!

Wszystkie te przyktady bazujg na wyliczaniu réwnie prawdopodob-
nych wynikoéw, co czasem bywa skomplikowane. Niestety oznacza
to, ze sposoby wyznaczania liczby ,,permutacji i kombinacji” staty
sie gtowna i ogdlnie niepopularng czescig programu nauczania
prawdopodobienstwa, pomimo tego, iz te techniki nie maja nic
wspolnego z niepewnoscig. Pewna znajomos¢ tego podejécia jest
jednak przydatna, wiec z gory przepraszam, ale zaprezentuje je teraz
bardziej szczegétowo.

W ramach prostego przykiadu zatézmy, zZe zapomnialem czte-
rocyfrowego numeru PIN do nowej karty kredytowej, ale pamie-
tam, ze zawiera on cyfry 6, 7, 8 i 9 w jakiejs kolejnosci. Stoje przed
bankomatem. Ile préb bede potrzebowal, aby mie¢ pewno$¢, ze
wprowadzilem prawidtowy kod?

Jest to kolejny problem ,losowania bez zwracania”. Pierwsza
wprowadzana cyfra moze by¢ dowolna z czterech mozliwych. Druga
moze by¢ dowolng z trzech pozostalych, trzecia moze by¢ jedna
z dwoch ostatnich, a przy ostatniej cyfrze nie mam juz wyboru.

Oznacza to, Ze istnieja:

4.3.2.-1=24

" Chociaz w praktyce po kilku probach karta prawdopodobnie zostanie zablo-
kowana.
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rozne liczby, ktére moge wprowadzi¢. Sg to permutacje cyfr 6, 7,
8,9, na przyklad 6789, 6879, 6897 itd. Istnieje przydatna notacja
matematyczna do zapisu catkowitej liczby permutacji: 4!, czyli
»4 silnia”. Ogdlna zasada mowi, ze jesli danych jest n elementow,
to istniejen! =n-(n-1)-(n-2) - ... 1 sposobdw ich uporzadko-
wania. Przydatng, cho¢ na pozdr dziwng konwencjg jest przypisa-
nie wyrazeniu 0! wartosci 1.

Nastepny przyklad ilustruje, Ze warto$¢ n silnia moze by¢ nie-

zwykle duza.

We?z talie kart i dobrze je potasuj. Czy kiedykolwiek, w catej
historii, kto$ po dobrym potasowaniu utozyt je w doktadnie
takiej samej kolejnosci?

W wyniku tasowania 52 karty z talii zostaly ulozone w okreslo-
nej kolejnosci. Z ogdlnej zasady dotyczacej permutacji wynika,

Ze istnieje:
52.51-..1=52!

roznych kolejnosci. Jesli zaczniesz oblicza¢ wynik na kalkulatorze,
szybko otrzymasz bardzo duzg liczbe. Wynik to okoto 8 - 107, czyli
8 z 67 zerami. Jest to troche wiecej, niz wynosi liczba atoméw
w naszej galaktyce, Drodze Mlecznej®.

Szacuje sie, Ze na Ziemi zylo okoto 100 miliardéw ludzi. Zalézmy
(ze sporg przesada), ze zyli oni $rednio 70 lat (w jezyku biblijnym
mozna by powiedzie¢: ,,po trzykro¢ dwadziescia i jeszcze dziesiec
lat”). Gdyby kazdy z nich przez cafe zycie nie robil nic oprécz taso-
wania co 10 sekund talii, otrzymaliby$my tylko 2 - 10" potasowa-

nych talii. Jest to oczywiscie zdecydowanie zawyzone oszacowanie
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rzeczywistej liczby tasowan w historii, ale nawet przy tych zaloze-
niach prawdopodobienstwo dopasowanie ktéregos z nich do kon-
kretnego tasowania wynosi tylko 1 do 10*.

Tak wigc prawie na pewno nikt w historii nie potasowat kart tak
jak Ty. Stephen Fry w programie telewizyjnym QI kategorycznie
stwierdzil, ze nikt nigdy nie wykonat takiego tasowania jak on’, ale
nie mozna mie¢ catkowitej pewnosci w sensie logicznym. Istnieje
prawdopodobienstwo, ze w calej historii zdarzyly sie dwa iden-
tyczne tasowania, ale w praktyce jest ono prawie zerowe'.

By¢ moze wyczuwasz moj brak entuzjazmu dla nauczania metod
wyliczania zamiast waznych koncepcji zwigzanych z prawdopodo-
bienstwem. Nie sposob jednak zaprzeczy¢, ze obliczanie, na ile spo-
sobéw mozna uporzadkowaé elementy, odegrato fundamentalng
role w rozwoju teorii prawdopodobienstwa i nauk statystycznych.
Technika ta jest niezbedna takze przy projektowaniu loterii.

Nastepne pytanie pochodzi z 1700 roku i stanowi jeden z aspek-
tow waznego przetlomu intelektualnego, ktory nawet dzi§ wptywa

na wiele obszaréw modelowania statystycznego.

Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania okreslonej liczby
ortéw w wyniku wielokrotnego rzutu uczciwg moneta?

Jesli zatozy¢, ze kazdy rzut jest niezalezny, a orzel wystepuje z praw-
dopodobienstwem '/, to prawdopodobienistwo wystapienia kazdej
konkretnej sekwencji jest identyczne. Na przyklad przy czterech
rzutach sekwencja OOO jest tak samo prawdopodobna jak ORRO.

" Przy zalozeniu niedorzecznej liczby 2 - 10" tasowan w historii daje to 2 - 10*
mozliwych par tasowan. Oznacza to, ze istnieje mniej niz 2 - 10/ 8 - 10 = 1 do 10%
szans na to, ze dwa tasowania w calej historii gry w karty beda takie same.
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S . 210111 1
Dla kazdej z nich prawdopodobienistwo wynosi ~-~-~->= — =

i . Moze wydawac si¢ to nieintuicyjne, poniewaz druga sekwen-
cja wyglada bardziej ,,typowo” niz ta, w ktérej wystepuja tylko orly.
Podobnie wylosowanie w loterii numeréw (27, 22, 6, 48, 50, 7)
moze wydawac si¢ bardziej prawdopodobne niz otrzymanie sekwen-
gi(1,2,3,4,5, 6). Jednak intuicja jest w tym przykladzie btedna
(podobnie jak w wielu innych przypadkach w dziedzinie prawdo-
podobienstwa).

Jesli jednak zmienng losowg jest tylko liczba orléw, a nie kon-
kretne sekwencje, to mozliwe zdarzenia nie sg juz tak samo praw-
dopodobne. Bardziej prawdopodobne jest, ze otrzymamy dwa orly
i dwie reszki, niz ze same orly (tym razem intuicja jest trafna). Ale
o ile bardziej prawdopodobne?

Jesli chcemy uzyskac rozktad tej zmiennej losowej, to podobnie
jak przy rzucie dwiema kostkami Cardana nalezy ustali¢ liczbe spo-
sobow na uzyskanie okreslonej tacznej liczby ortéw. Na szczgscie
mozna to okresli¢ za pomocg metody, ktdra stala si¢ znana jako
»trojkat Pascala”, mimo ze sam Pascal przyznal, iz jej nie wymyslil.
Nawiasem mowigc, jest to dobry przyktad prawa eponimii Stiglera,
zgodnie z ktérym wigkszo$¢ odkry¢ nazwanych czyims imieniem
nie zostala w rzeczywistosci wymyslona przez t¢ osobe. Historyk sta-
tystyki Stephen Stigler przyznaje, ze to nie on wymyslit to prawo®.

Rysunek 3.6 przedstawia kilka pierwszych wierszy trojkata
o ciekawym schemacie. Kazda jego komdrka zawiera sume¢ dwdch
komorek znajdujacych si¢ nad nia.

Na przyktad jesli rzucisz cztery razy moneta, w wierszu 4 zoba-

czysz, ze istnieje 16 mozliwych sekwencji. Wérod nich sa:
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Wiersz
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3
4 1 4 6 4
5 1 5 10 10
6 1 6 15 20 15 1
Rysunek 3.6.

Trojkat Pascala. Wiersz n zawiera liczbe sposobdw na uzyskanie konkretnej liczby
zdarzen w sekwencji obejmujgcej n mozliwosci
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* 1 sposéb na uzyskanie 0 ortéw (RRRR);

* 4 sposoby na uzyskanie 1 orta (ORRR, RORR, RROR,
RRRO);

* 6 sposobow na uzyskanie 2 ortéw (OORR, OROR,
ORRO, ROOR, RORO, RROO);

* 4 sposoby na uzyskanie 3 orlow (OOOR, OORO, OROO,
ROOO);

* 1 sposdb na uzyskanie 4 orlow (OO0O0O).

Poniewaz kazda konkretna sekwencja jest réwnie prawdopodobna,
oznacza to, ze prawdopodobienstwo otrzymania dwoch ortow jest
sze$¢ razy wigksze niz prawdopodobienstwo nieotrzymania zad-
nego orla.

W tym kontekscie przydatna jest okreslona notacja. Z gory prze-
praszam, jesli wyglada ona na skomplikowang. R-ty element w n-tym
wierszu tréjkata okresla liczbe sposobéw wyboru r réznych elemen-
tow z puli o licznosci n. Warto$¢ ta jest obliczana zgodnie z pod-

n! %

stawowym wzorem: ,C, lub (1), gdzie (7)) = .Na przyklad

r!(n-r)!
jesli 12 dzieci stoi przy drabinkach na lekcji wf(-u i chcemy wybraé
piecioosobowg druzyne, istnieje 1,Cs = (152) = 792 roznych dru-
zyn, ktore mozna wybrac.

Liczba orléw w sekwencji rzutéw monetg jest zgodna z tak zwa-
nym rozkladem dwumianowym’, a przykltady przedstawiam na
rysunku 3.7. Wysokosci stupkow sg proporcjonalne do wartosci

w trojkacie Pascala, nazywanych wspotczynnikami dwumianowymi.

" Dla n rzutéw liczba sekwencji o dokladnie r ortach, czyli (n - r) reszkach,
wynosi »C.. Na przyklad (}) = 2132 _2_g

T 214-2) T 22 4
" Rozktad dwumianowy rzutéw monetg pozwala okresli¢ prawdopodobien-

stwo otrzymania dokladnie r ortéw w n rzutach w nastepujacy sposob:
m1 __n 1
(T) 2n T ri(n—r)l 2t
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Rozklady te pozwalajg oszacowaé prawdopodobienstwo roz-
nych odchylen od dokiadnie réwnego podzialu na orly i reszki.
Na przyklad dla 100 rzutéw jest 6% prawdopodobienstwa na uzy-
skanie podziatu 60:40 lub bardziej skrajnego na korzys¢ ortéw
lub reszek.

Te obliczenia mogg stac si¢ bardzo skomplikowane, ale na szcze-
$cie prawie 300 lat temu matematyk Abraham de Moivre zdat sobie
sprawe, ze dla wiekszych n istnieje zgrabne gtadkie przyblizenie roz-
kfadu dwumianowego, co ilustruje fagodna krzywa dla 1000 rzutéw
na rysunku 3.7(d). Najpierw musze jednak wprowadzi¢ pojecie
wariancji rozkladu, ktdra jest jednym z podsumowan jego roz-
proszenia’. Gladkie przyblizenie znalezione przez de Moivre’a jest
obecnie znane jako rozklad normalny lub gaussowski i ma taka
samg wartos$¢ oczekiwang ($rednig) i wariancje jak rozklad dwu-
mianowy.

Co ciekawe, ze wzoru na rozklad normalny otrzymujemy, ze

prawdopodobienstwo uzyskania dokladnie takiej samej liczby
7 . . .. . i + . .
orléw i reszek wynosi w przyblizeniu \/n: . Interesujace jest to,

ze 7, stosunek obwodu kota do jego $rednicy, jest tak $cisle zwia-

zany z szansg uzyskania réwnej liczby ortow i reszek.

" Wariancja rozktadu to oczekiwany kwadrat odchylenia zmiennej losowej
od jej $redniej. Rozklad liczby orléw w n rzutach uczciwg monetg ma $rednia
"/ i wariancj¢ "/s. Odchylenie standardowe jest pierwiastkiem kwadratowym
wariancji, a wiec jest rodzajem $redniej odleglo$ci kazdej obserwacji od $redniej.

"Rozklad normalny o $redniej m i wariancji v jest dany wzorem f(x) =

\% exp [— % (x —m)? /v]. Dla x = m (czyli przy zaobserwowaniu oczekiwanej

liczby orléw) i wariancji "/s po podstawieniu otrzymujemy f(m) = \[g
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Rysunek 3.7.

Dwumianowy rozktad prawdopodobieristwa liczby ortéw w n rzutach uczciwa
moneta. Dla duzych n rozktad ten dazy do gtadkiej krzywej zblizonej do rozkfadu
normalnego
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W jaki sposéb umiejetnosci matematyczne Casanovy
doprowadzity do przeprowadzenia udanej loterii?

Giacomo Casanova jest stynny jako kochanek, hazardzista i poszu-
kiwacz przygdd. Mniej znane s3 jego wybitne umiejetnosci w zakre-
sie matematyki i rachunku prawdopodobienstwa. Kiedy w 1757
roku po glo$nej ucieczce z weneckiego wigzienia trafit do Paryza,
zaréwno swoje talenty analityczne, jak i umiejetno$¢ perswazji wyko-
rzystal w zarzadzaniu pracami panstwowej loterii narodowej, ktéra
miata sfinansowa¢ Ecole Militaire’. W loterii wykorzystywano ,.koto
fortuny” zawierajace kule z numerami od 1 do 90. Losowano pie¢
kul (obecnie ten model jest nazywany loterig */¢9). Gracze mogli
kupowa¢ zaklady na konkretne liczby: jedna, dwie lub trzy. Gdy
zostaly one wylosowane, gracz otrzymywal ustalong nagrodg. Casa-
nova wyjasnil, ze nie kazde losowanie przyniesie rzadowi zysk, ale
twierdzil, iz przy sugerowanych przez niego wyplatach daje gwa-
rancj¢ zarobku w diuzszej perspektywie.

Byloby to lekkomyslne podejscie, gdyby Casanova nie znal praw-
dopodobienstwa osiagniecia zysku. Ale w polowie XVIII wieku
istnialy juz techniki obliczania szansy na wygrang w loterii przy
uzyciu opisanych wczesniej wzoréw na kombinacje. Casanova posia-
dat wystarczajace umiejetnosci, by obliczy¢ szanse przedstawione
w tabeli 3.3 i zaleci¢ wyplaty, ktére powinny przynies¢ zysk'’.

Zal6zmy, ze kupujesz los z dwiema liczbami, na przyktad 20 42.

Istnieje 90C, = 4005 mozliwych loséw z dwiema liczbami, ktdre
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Typ zakladu (1) 52 33 DR =
Jedna liczba (extrait) 90 5 1nal8 15 /15 =283%
Dwie liczby (ambe) 4005 10 1 na 400,5 270 2% 4005 = 67%
Trzy liczby (terne) 117480 10 1nall748 5200 5200/ 11 248 = 44%
Tabela 3.3.

Loteria Casanovy, w ktérej wybiera sie jednga, dwie lub trzy liczby z przedziatu
od 1 do 90. Losowanych jest piec kul, a kupon wygrywa, jesli znajdujg sie na nim
wybrane liczby
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mozna kupi¢'. Zwycieskie liczby muszg pojawic sie wérdd pieciu
wylosowanych kul, istnieje wiec sC, = 10 zwycigskich par. Tak wigc
wygrana daje ""/s0s, czyli 1 na 400,5 losu z dwiema liczbami. Jest to
szansa na wybor jednej ze zwycigskich par.

Casanova starannie dobrat poziom nagréd. Na przyklad w przy-
padku losow z trzema liczbami, ktore kosztujg, zat6zmy, jednego
liwra za sztuke, mozna oczekiwa¢ wygranej 1 na 11 748 losow. Jesli
wygrana za taki los wynosi 5200 liwréw, oznacza to, Ze $rednio tylko
44% pieniedzy postawionych na losy z trzema liczbami zostanie
wyplacone w postaci nagréd. Jest zatem pewne, ze w dluzszej per-
spektywie loteria przyniesie zyski, cho¢ nie ma gwarangji, iz bedzie
tak w kazdym losowaniu. Sumarycznie loteria Casanovy wyplacata
w nagrodach 72% wplywoéw, czyli znacznie wigcej niz obecne lote-
rie w Wielkiej Brytanii, ktore wyplacaja okoto polowy postawionych
pieniedzy'’.

Loteria Casanovy okazatla si¢ wielkim sukcesem i zarobita dla
rzadu ogromne kwoty. W pewnym momencie zapewniala 4%
dochodu narodowego. Ze stosunkowo niewielkimi zmianami dzia-
tata od 1758 do 1836 roku. Losowan nie zaklécily ani szturm na
Bastylie w 1789 roku, ani egzekucja Ludwika XVIw 1791 roku, cho-
ciaz nastgpila chwilowa przerwa, gdy w okresie rewolucyjnego ter-
roru na trzy lata zakazano urzadzania wszelkich loterii. Byla to
przekonujgca demonstracja znaczenia starannej oceny prawdo-
podobienstwa. Casanova kontynuowal awanturnicze zycie pelne

romansow, hazardu i nieudanych przedsiewzig¢¢ biznesowych,

* Z ogblnego wzoru kombinatorycznego wynika, ze 50Cz = */(ss12 = ©*$)/, = 4005.
Oto inny sposéb na uzyskanie tego wyniku: wiadomo, ze istnieje 90 mozliwosci
wyboru pierwszej liczby i 89 drugiej. Oznacza to jednak, ze kazda para liczb bedzie
reprezentowana dwukrotnie, na przyktad (29, 62) i (62, 29), a zatem wynik trzeba
podzieli¢ przez 2, aby uzyska¢ ©*%9)/, = 4005 niepowtarzalnych loséw z dwiema
liczbami.
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a dzieki pamietnikom zyskal wieczng stawe, cho¢ niestety nie dzieki

zdolnosciom matematycznym.

Ten rozdzial dotyczyt tylko sytuacji, w ktérych mozna zaltozy¢
réwne prawdopodobienstwo wynikow i oceni¢ prawdopodobien-
stwo zdarzen na podstawie prostego ustalenia liczby mozliwych
»korzystnych” wynikéw. Sa to jednak bardzo restrykcyjne warunki.
Na poczatku XVIII wieku szwajcarski matematyk Jacob Bernoulli
wymyslit probe Bernoulliego, czyli eksperyment ze zmienng
losowa (o wartosci 1, jesli zdarzenie wystapi, i wartoéci 0, jezeli
tak sie nie stanie) i prawdopodobienstwem p. Na przyklad jesli przy
rzucie kostka istotne jest tylko to, czy wypadta 6, p wynosi '/e. Jesli
p jest rézne od '/, wowczas wszystkie mozliwe sekwencje nie sg juz
tak samo prawdopodobne, a catkowita liczba wystapien pozada-
nego zdarzenia jest okreslona przez rozklad dwumianowy dla ogdl-
nego p . Wzor pozwala obliczy¢ na przyklad prawdopodobienstwo
uzyskania dokladnie dwoch szostek w 12 rzutach kostka (wynosi
ono 0,3)".

Bernoulli opracowal réwniez stynne prawo wielkich liczb, ktore
mowi, ze przy rosnacej liczbie niezaleznych préb Bernoulliego
odsetek wystapien zdarzenia dazy do p. Na przyktad jesli 30% popu-
lacji wierzy, ze Ziemia jest ptaska, to gdy wezmiemy wystarczajaco
duza prébe losowa i zapytamy o zdanie, wowczas zaobserwowany
odsetek plaskoziemcodw w probie bedzie bliski 30%. Zaktada to oczy-

wiscie, Ze nie wprowadzamy systematycznego btedu do préby, na

" Rozktad dwumianowy dla liczby r sukceséw w n probach, z ktorych kazda

ma prawdopodobienstwem p, jest dany wzorem:
f(r) = (Op" (1 —p)"" = o Z=p (1 —p)" "

ri(n-r)!

" Na podstawie wzoru na rozklad dwumianowy otrzymujemy:

f@ =) ()" = Ets10/612 = 0,30,
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przyklad przez zadawanie pytan tylko uczestnikom zjazdu ptasko-
ziemcow.

Wraz ze wzrostem wielkosci proby obserwowany odsetek bedzie
sie¢ wahal, zanim zblizy si¢ do 30%. Btgd hazardzisty polega na
przyjmowaniu, ze istnieje jakis magiczny proces, dzigki ktéremu
poczatkowa nieréwnowaga jest niwelowana. Klasycznym przykta-
dem tego btedu jest twierdzenie, ze okreslony numer w loterii lub
kolor w ruletce ,,powinien” wypas¢, poniewaz nie pojawiat si¢ przez
jakis czas. W rzeczywistosci lepiej jest przyja¢, ze poczatkowa nie-
réwnowaga zanika, niz ze jest korygowana.

Teoria prawdopodobienstwa moze pomoc okresli¢, jak blisko
powinni$my by¢ nieznanego prawdziwego p, a na tej podstawie
mozna obliczy¢ szacunki i przedzialy dla p. Statystyka jest zatem
sposobem na uwzglednienie niepewno$ci zwigzanej z probkowa-
niem i wykorzystanie teorii prawdopodobienstwa do wnioskowa-
nia o podstawowych stanach §wiata’. Jest to wielkie osiagniecie,
w calo$ci oparte na niezwyklej pracy kilku geniuszy analizujacych
gry losowe ponad 300 lat temu.

Pozniej nastgpil dalszy rozwoj teorii prawdopodobienstwa.
W latach 30. XX wieku rosyjski matematyk Kolmogorow opraco-
wal §cidlejsze podstawy dla gléwnych regul. Ale chociaz pomogto
to uporzadkowac kwestie zwigzane z matematyka, nie dalo odpo-

wiedzi na podstawowe pytanie:

Czym tak naprawde jest prawdopodobienstwo?!

Uwaga, teraz czeka Cig troche filozofii, ale nie poddawaj sig!

" Duzo wiecej na ten temat dowiesz si¢ z ksiazki The Art of Statistics.
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W tradycyjnym ujeciu, ktérego uczono pokolenia studentéw,

prawdopodobienstwo bylto traktowane jako obiektywna cecha

$wiata, wprowadzajaca regularno$¢ w pozornie nieprzewidywalne

zdarzenia. Oto niektére z proponowanych opiséw prawdopodo-

bienstwa:

* Prawdopodobienstwo klasyczne, oparte na symetrii,

Kup ksigzke

uzywane w przedstawionych przyktadach z monetami,
kos¢mi lub loterig. Pozwala analizowa¢ gry losowe przez
wyliczanie zdarzen o réwnym prawdopodobienstwie.
Jest to jednak btedne kolo, poniewaz wymaga oceny
»rownego prawdopodobienstwa”.
Prawdopodobienstwo oparte na czestosci, bedace
teoretyczng proporcja zdarzen, ktérg mozna zaobserwowaé
przy nieskonczenie wielu powtdrzeniach identycznych
sytuacji. Podejscie to jest szeroko stosowane w badaniach
naukowych, ktére aspiruja do miana ,,obiektywnych”.
Jednak w konkretnej sytuacji kazde pojedyncze zdarzenie
trzeba przypisac do klasy referencyjnej zdarzen,

co do ktorych zaklada sie, ze majg takie samo
prawdopodobienstwo. Wybor tej klasy zawsze jest
zwigzany z osagdem, cho¢ rzadko jest to bezposrednio
podkreslane.

Prawdopodobienstwo oparte na tendencji. Zgodnie

z ta koncepcja istnieje bazowa tendencja do wystapienia
okreslonego zdarzenia w danym kontekscie, na przykltad
zawalu serca w ciagu najblizszych 10 lat. Cho¢ ta nieco
mistyczna i nieweryfikowalna idea pozwala na uznanie
jednostkowych prawdopodobienstw za obiektywne,

nie moze mie¢ zastosowania dla prawdopodobienstwa
epistemicznego.
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* Prawdopodobienstwo logiczne to obiektywny stopien,
w jakim zestaw warunkéw wstepnych logicznie implikuje
wniosek. Moze ono prowadzi¢ na przyklad
do uzasadnionego przekonania, ze w rzuconej i zakrytej
monecie z prawdopodobienstwem 50:50 wypadt orzel.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze wszystkie te pozornie ,,obiektywne”
interpretacje prawdopodobienstwa wymagaja przyjecia istotnych
zalozen, aby rzeczywiscie przypisa¢ mu wartosci liczbowe.
Zasadniczo odmienng perspektywa, ktora przyjmuje od poczatku
tej ksigzki, jest to, ze prawdopodobienstwo to subiektywne ilosciowe
ujecie osobistego poziomu niepewnosci lub czegos, co mozna
nazwac ,,czesciowym przekonaniem”. Nadal jednak trzeba zdefi-
niowa¢, co mamy na mysli, kiedy méwimy na przyklad, ze wedtug
gietd zakltadow prawdopodobienstwo wygranej Donalda Trumpa
w wyborach prezydenckich w Stanach Zjednoczonych w 2024 roku
wynosi okoto 40% (jest to stan z czasu powstawania tego tekstu,
czyli z grudnia 2023 roku; celowo wybralem przyktad, dla ktérego
osoby czytajace te ksigzke w przyszloéci bedg znac prawde).
Pierwsze definicje dotyczg ,racjonalnego” podejmowania

decyzji:

* Brak preferencji przy obstawianiu wydarzenia
o ,znanym” prawdopodobienstwie. Podobnie jak
w klasycznym prawdopodobienstwie wykorzystywana
jest koncepcja ,réwnie prawdopodobnych” zdarzen.
Tu uzywany jest generator liczb losowych zwracajacy
z rownym prawdopodobienstwem wartosci z przedzialu
od 0 do 1. Nastepnie mozna sprawdzi¢, czy nie masz
preferencji miedzy obstawieniem, ze Trump zostanie

nastepnym prezydentem albo Ze generator zwroci liczbe
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0,4 lub mniejsza. Jest to elektroniczny odpowiednik
tekturowego kota prawdopodobienstwa wspomnianego
w rozdziale 2.

* Rozsadne kursy zakladéw. W 1926 roku Frank Ramsey’
wykazal, ze wszystkie prawa prawdopodobienstwa mozna
wyprowadzi¢ z wyrazonych preferencji dla okreslonych
zakladow. Rezultatom przypisywana jest ,uzyteczno$c”,
a warto$¢ zakladu mozna okresli¢ przez jego oczekiwang
uzytecznos¢, gdzie wagi wartosci oczekiwanej s3 wyznaczane
przez subiektywne liczby wyrazajace czes$ciowe przekonania
(czyli osobiste prawdopodobienstwo). Tak wiec,
przy uwzglednieniu osobistego warto$ciowania pieniedzy
(rozdzial 15.), prawdopodobienstwo dla danej osoby jest
okreslone przez kursy, jakie jest ona sklonna zaakceptowac
w zaktadach na wybory w 2024 roku'.

Kursy zaktadéw analizowane przez Ramseya nie byty

arbitralne. Oczekiwal, Ze zostang one dostosowane

" Frank Ramsey argumentowal, ze je$li okreslasz prawdopodobienstwo nie-
zgodnie z ,,prawami”, to kto§ moze zawrze¢ przeciwko Tobie serie zakladow,
przez ktdre z pewnodcig stracisz pieniagdze (,arbitraz bukmacherski”). Ramsey
to posta¢ historyczna, ktorg najbardziej chciatbym pozna¢. Byl geniuszem, a jego
prace z rachunku prawdopodobienstwa, matematyki i ekonomii nadal s3 uwazane
za fundamentalne. Ponadto byl promotorem doktoratu, thumaczem i przyjacielem
Ludwiga Wittgensteina. Byl wielkim mezczyzna, wazyt 108 kg, pracowat tylko
rano, a popotudniami gral w tenisa. Oprocz tego duzo pil, lubit huczne imprezy,
miat zone i kochanki oraz $miat si¢ ,,jak hipopotam”. Zmart w 1930 roku w wieku
zaledwie 26 lat, prawdopodobnie na chorobe Weila po kapieli w rzece Cam (sam
czgsto tam plywalem). Byla to ogromna strata dla brytyjskiej nauki. Gdyby nie
umart, bylby przelozonym Alana Turinga w King’s College w Cambridge. Bez
watpienia pomdglby ztamacé nazistowskie kody i doprowadzi¢ do konca wojny
jeszcze szybciej niz Turing i inni pracownicy z Bletchley Park. Nagralem dla BBC
Radio 4 program Great Lives o Ramseyu. Wystapila w nim Cheryl Misak, autorka
znakomitej biografii Frank Ramsey: A Sheer Excess of Powers.
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do rzeczywistosci w sensie opisanym w rozdziale 2.,

tak aby mozna bylo oczekiwa¢ wystapienia 40% zdarzen
sposrod tych wszystkich, ktérym przypisano
prawdopodobienstwo 0,4. Pisatl tak: ,,Nawyk o konkretnej
postaci mozna oceni¢ (pozytywnie lub negatywnie)

na podstawie tego, na ile generowany stopien przekonania
odpowiada rzeczywistemu prawdopodobienstwu, z jakim
nawyk ten prowadzi do prawdy”.

* Maksymalizowanie oczekiwanego ,,wyniku”.

Jesli wyobrazimy sobie, ze wynik wyboréw prezydenckich
jest pytaniem w konkursie prognostycznym, w ktérym
prawdopodobienstwa majg by¢ oceniane przy uzyciu
reguly takiej jak ta z rozdziatu 2., wowczas nalezy podaé
prawdopodobienstwo 0,4, aby zmaksymalizowa¢
oczekiwany wynik. Aby zmaksymalizowa¢ oczekiwany
wynik, nalezy podawaé prawdopodobienstwo zgodne

z odpowiednimi prawami.

Inne interpretacje mozna uznac za ,,subiektywne oparte
na czestosci”, bo chociaz zwigzane sg z sgdami osobistymi,
ocenia si¢ je na podstawie skutecznoéci w $wiecie
rzeczywistym.

* Oczekiwana proporcja podobnych sytuacji. Fizyk Richard
Feynman zdefiniowal prawdopodobienstwo jako ,nasza
ocene najbardziej prawdopodobnej proporcji przypadkow,
w ktorych zdarzenie ma miejsce””. Jest to ujecie otwarcie
subiektywne i odnosi si¢ do sekwencji podobnych zdarzen.
Alan Turing zaproponowal podobna koncepcje:
»Prawdopodobienstwo zdarzenia na podstawie
okreslonych dowodéw jest proporcja przypadkow,

w ktérych mozna oczekiwa¢, ze to zdarzenie wystapi

w obecnosci tych dowodéw”'. Podobnie jak interpretacja
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prawdopodobienstwa oparta na czestosci definicje te
wymagaja, aby dany osad umiejscowi¢ w jakiej$ bardziej
ogolnej klasie. Zapewne mozna jednak przyjaé, ze sg to
wszystkie sytuacje, w ktoérych prawdopodobienstwo
wynosi 0,4 lub 40%. Tak wiec Feynman i Turing
zasadniczo oczekuja, iz prawdopodobienstwo zostanie
dostosowane do rzeczywistoéci na podstawie serii
0sgddw.

* Oczekiwana proporcja ,,mozliwych przyszlosci”. Zamiast
podawac prawdopodobienstwo w serii powtarzanych
o0sadéw, mozna wysili¢ wyobraznie i pomysle¢, co mogloby
sie wydarzy¢, gdyby obecne okolicznosci powtoérzyly sie
wielokrotnie. Mozna wiec na przyklad stwierdzi¢, ze Donald
Trump zostatby wybrany w 40% ,,mozliwych przysztosci”
dziejacych si¢ na przestrzeni od grudnia 2023 do grudnia
2024 roku. Uwazam, ze jest to przydatna (chod¢, trzeba
przyzna¢, metaforyczna) koncepcja. Mozna ja nawet
powigzac z opisang dalej ,interpretacja z wieloma

$wiatami”.

Oczywiscie niektdre z tych subiektywnych ,,cze$ciowych przeko-
nan” sg lepiej uzasadnione niz inne. Jesli starannie przyjrze si¢
monecie przed rzutem, a ona wyladuje na twardej powierzchni
i losowo sie od niej odbije, bede bardziej przekonany do oszaco-
wania 50:50 niz w sytuacji, gdy jakas podejrzana posta¢ wyciagnie
monete i zacznie nig manipulowad, zanim jg ztapie. Tak wiec co
do niektérych osgdéw mozna mie¢ wigksza pewno$¢, co omawiam
w rozdziale 9.

Dla 0s6b, ktore uczyly sie prawdopodobienstwa na matematyce,

moze by¢ zaskoczeniem, ze wcigz nie ma zgody co do tego, czym
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ono wlasciwie jest. Ani czy w ogoéle istnieje, nad czym sprobuje sie

teraz zastanowid.

Kiedy wlatach 70. XX wieku studiowatem matematyke na uniwer-
sytecie, m6j mentor, Adrian Smith’, ttumaczyt Theory of Probabi-
lity"® Bruna de Finettiego z jezyka wloskiego. De Finetti catkowicie
niezaleznie od Ramseya rozwinat w latach 30. XX wieku koncepcje
subiektywnego prawdopodobienstwa', a swoja ksigzke rozpoczat
od prowokacyjnego stwierdzenia:

Prawdopodobietistwo nie istnieje.

Moze si¢ to wydawa¢ do$¢ skrajnym pogladem i cho¢ rozpoczyna-
nie dyskusji na temat tego, co to znaczy, ze co$ ,istnieje”, wykra-
cza poza moje filozoficzne kompetencje, interpretuje to tak, ze de
Finetti stwierdzil, iz prawdopodobienstwo nie jest obiektywna
wlasciwoscig $wiata. Juz w mtodosci w pelni przyswoitem sobie to
nastawienie. Od 50 lat uwazam, ze prawdopodobienstwo to subiek-
tywna ocena, nawet jesli jest oparta na analizach symetrii fizycz-
nej, analizach danych lub zlozonych modelach. Za jedyny wyjatek
mozna uznac subatomowy poziom kwantowy, gdzie mozna argu-
mentowac, ze prawdopodobienstwo jest w pelni obiektywne i zde-
terminowane (rozdzial 6.).

Oznacza to, ze poziom prawdopodobieistwa zasadniczo
r6zni si¢ od innych liczb, ktérych na co dzien uzywamy, na przyktad

" Obecnie (2024 rok) profesor Sir Adrian Smith. Profesor piastuje stanowi-
sko prezesa Royal Society, co jest najwyzszym dowodem uznania dla naukowca
w Wielkiej Brytanii.

T Chociaz de Finetti w ciggu Zycia zmienit poglady polityczne, w owym cza-
sie byl entuzjastycznym zwolennikiem faszyzmu Mussoliniego, w kontrascie
do Ramseya, ktory byl zagorzatym socjalista.
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warto$ci oznaczajacych czas, odlegtos¢ czy temperature. W roz-
dziale 2. wspomnialem, ze wlozono duzo wysitku intelektualnego
w umozliwienie dokonywania pomiaréw za pomoca zegardw, lini-
jek, termometréw i innych przyrzadéw, tak aby uzyskane liczby
adekwatnie i z wymagana dokladnoscig reprezentowaly $wiat
zewnetrzny. Ale gdzie szukac ,,prawdopodobienstwomierza”, ktory
pozwolitby zmierzy¢ prawdopodobienstwo? Nie ma niczego takiego,
by¢ moze z wyjatkiem obcigzonego wieloma ograniczeniami teo-
retycznego przypadku z powtarzanymi w nieskonczono$¢ identycz-
nymi prébami. Dlatego prawdopodobienstwo mozna uznac za war-
to$¢ wirtualng.

Jesli jednak przyja¢, ze prawdopodobienstwo jest konstruowane
na podstawie osobistej oceny, to czy uzywane do tej pory wartosci
sa akceptowalne, jezeli sg zgodne z okreslonymi wcze$niej zasa-
dami? Czy moge powiedzie, ze istnieje 99,9% prawdopodobien-
stwa, ze po skoku z dachu pofrune? Co6z, moge, ale gdybym spro-
bowal to sprawdzi¢, szybko by sie okazalo, ze stabo sobie radze
z oceng prawdopodobienstwa. I w tym wlasnie miejscu pojawia sie
obiektywny $wiat zewnetrzny — przy ocenie prawdopodobienstwa
w konfrontacji z rzeczywisto$cia, na przyktad za pomocg odpo-
wiedniej reguly punktacji. Lub karetki.

Na szczgécie, co omawiam w rozdziale 6., w praktyce nie musimy
decydowa, czy obiektywne ,,szanse” naprawde istnieja w zwyczaj-
nym $wiecie na poziomie ponadkwantowym. Mozemy przyjac
pragmatyczne podejscie i zachowywac si¢ tak, jakby istnialy. Jak
na ironi¢ najbardziej przekonujacy argument za dzialaniem tak,
jakby szanse istnialy, zostal przedstawiony przez samego de Finet-
tiego w jego pracy z 1931 roku na temat ,,wymiennosci”*. Sekwen-
cjazdarzen jest uwazana za wymienna, jesli przekonania na temat
kazdej sekwencji sg niezalezne od kolejnosci obserwacji. Na przy-

kiad przy ocenie prawdopodobienstwa, czy gejzer wybuchnie
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w poszczegdlnych zbiorach dni, konkretne daty sg nieistotne,
a obserwacje mozna byloby przeprowadzi¢ w dowolnej kolejnosci.
De Finetti blyskotliwie udowodnil, Ze jesli przyja¢ zalozenie wymien-
nosci, jest to matematycznie rownowazne dziataniu tak, jakby wy-
darzenia w kazdym dniu byly niezalezne. W kazdym dniu istnieje
jakie$ prawdopodobienstwo erupcji, a niepewnos$¢ co do jego nie-
znanego poziomu jest wyrazona przez subiektywny rozktad episte-
miczny. To nadzwyczajne — na podstawie czysto subiektywnego
wyrazu przekonan de Finetti wykazuje, ze powinni$my postepo-
wac tak, jakby zdarzenia miaty obiektywne prawdopodobienstwo
wystapienia.

Teoria prawdopodobienstwa lezy u podstaw calej statystyki oraz
duzej czesci dziatalnosci naukowej i gospodarczej. Zdumiewajace
jest to, ze tak wazna dziedzina powstala na podstawie czegos, co,

jak mozna argumentowac, w ogoéle nie istnieje.
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Podsumowanie

* Ludzie uprawiajg hazard od tysigcleci, ale, co zaskakujace,
koncepcja prawdopodobienstwa zostata poprawnie
opracowana dopiero w XVII wieku.

 Zasady prawdopodobienstwa mozna intuicyjnie otrzymac
na podstawie analizy tego, czego mozna sie spodziewac
w duzym zbiorze powtérzen.

* Prawdopodobienstwo warunkowe, ktére zmienia sie wraz
z sytuacja, pojawia sie w naturalny sposoéb przy losowaniu
bez zwracania.

* Jesli mozemy zatozy¢ dziatanie procesu fizycznego, ktoéry
prowadzi do réwnie prawdopodobnych wynikéw, wéwczas
ocena prawdopodobienstwa staje sie kwestig liczenia
skorzystnych” rezultatéw zwigzanych z analizowanym
zdarzeniem.

* Wzory i przyblizenia stuzace do zliczania ,korzystnych”
wynikéw pozwalajg ustali¢ prawdopodobienstwo sukcesu
w grach losowych, loteriach itp.

* Prawdopodobienstwo byto interpretowane na wiele
sposobdéw, zaréwno jako obiektywna wiasciwos¢ swiata,
jak i jako subiektywna ocena.

* Nawet jesli przyja¢, ze prawdopodobienstwo rézni sie
od innych standardowo stosowanych miar i jest
konstruowane na podstawie subiektywnej oceny, to nadal
mozemy uzywac obiektywnego swiata do oceny trafnosci
podawanego prawdopodobienstwa.

* Obiektywne ,szanse” mogg jednak istnie¢ na subatomowym
poziomie kwantowym, a w codziennym zyciu przydatne moze
by¢ dziatanie tak, jakby prawdopodobienstwo istniato.

117
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://onepress.pl/rf/sztzyc
https://onepress.pl/rt/sztzyc

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://onepress.pl/rf/sztzyc
https://onepress.pl/rt/sztzyc

Zmier swoja strone WWW w dziatajacy bankomat!

Dowiedz sie wiece] i dotacz juz dzisiaj! % -
http:/program-partnerski.helion.pl


https://program-partnerski.helion.pl

SZTUKA
ZYCIA
W CHAOSIE

Pandemia, wojny, konflikty, zmiany klimatu i populistyczne
naciski podwazajace demokracje powoduja, ze
nieprzewidywalnos¢ swiata odczuwamy szczegodlnie
dotkliwie. Inflacja, kryzys systemu opieki zdrowotnej,
niepewnosc zatrudnienia i chwiejna gospodarka sprawiaja,
ze jedynym pewnikiem jest to, ze... wciaz zachodza zmiany.
To budzi w nas niepokdj. | niepewnos¢ — o ktorej, jak sie
okazuje, zaskakujaco niewiele wiemy.

Ta madra, wciggajaca ksiazka przeprowadzi Cie przez
podstawy rachunku prawdopodobienstwa i pokaze, jak
statystyka pomaga myslec analitycznie o najrézniejszych
sprawach — od zalecen medycznych po prognozy
klimatyczne. Dowiesz sie, jak formowacé¢ przekonania
o przysziosci w swietle nowych doswiadczen. Przy okazji
poznasz zaskakujace fakty: na przyktad to, ze okoto
40 procent wynikow meczow pitkarskich zalezy od szczescia,
a nie od umiejetnosci graczy, a takze sposéb, w jaki brytyjski
Krajowy Rejestr Ryzyka ocenia najpowazniejsze zagrozenia.
Ta ksigzka sprawi, ze niepewnosc¢ stanie sie bardziej
Zrozumiata i tatwiejsza do zaakceptowania — a moze nawet
odkryjesz rados¢ z zycia w niewiedzy.

preSS ebook dosteg

ﬁ‘ Ksiegarnia internetowa: ebOOprIHt
onepress.pl ISBN 978-83-289-2401-7

JULIRTAER

-/ﬁ“\ HELION S.A.
ul Kosciuszki 1c, 44-100 Gliwice
tel.: 32 230 98 63
onepress@onepress.pl

9"788328"924017 H
ksigzki business Cena: 69,00 zt




	00(bze)_w04_spis_tresci
	03_w04
	Blank Page



