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Rekurencja a iteracja

NIE DA SIE JEDNOZNACZNIE STWIERDZIC, ZE PODEJSCIE REKUREN-
?3 f CYJNE JEST LEPSZE OD ITERACYJNEGO ALBO NA ODWROT. PRAKTYCZNIE

KAZDY KOD REKURENCYJNY MOZNA ZAPISAC W POSTACI ITERACY]NE]
zuzyciem petli i stosu. Rekurencja nie ma zadnych specjalnych mocy
pozwalajacych za jej pomocg wykonywaé operacje niemozliwe do przeprowadze-
nia za pomocg algorytméw iteracyjnych. Dowolng petle iteracyjng mozna réwniez
zapisa¢ w postaci funkcji rekurencyjne;.

W tym rozdziale poréwnam podejscie rekurencyjne i podejscie iteracyjne.
Przyjrzymy sie w nim klasycznym algorytmom pozwalajacym obliczy¢ wartosci
kolejnych wyrazéw ciggu Fibonacciego i silni oraz zobaczymy, dlaczego ich reku-
rencyjne wersje niespecjalnie sie do czegokolwiek nadaja. Na przykladzie algo-
rytmu potegowania przyjrzymy sie tez szczegétom podejscia rekurencyjnego.
Rozdzial ten rzuca nowe $wiatlo na rzekomga elegancje algorytméw rekurencyj-
nych i pokazuje, kiedy warto zastosowaé podejscie rekurencyjne, a kiedy nie.

Obliczanie silni

Na wielu kursach informatycznych rekurencyjny algorytm obliczania silni stanowi
Klasyczny przyklad funkeji rekurencyjnej. Silnia liczby catkowitej (nazwijmy ja n)
to iloczyn wszystkich liczb catkowitych od 1 do n. Na przyklad silnia z liczby 4
to 4:3-2-1, czyli 24. W matematyce silnie oznacza sie symbolem wykrzyknika.
Na przyktad 4! oznacza silnie z liczby 4. W tabeli 2.1 przedstawitem wartosci
silni dla pierwszych kilku liczb naturalnych.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Tabela 2.1. Silnia z pierwszych kilku liczb naturalnych

n! lloczyn Wartos¢
1! = 1 = 1

2! = 1-2 = 2

3! = 1-2-3 = 6

41 = 1-2:3-4 = 24

5! = 1-2-3-4-5 = 120

6! = 1-2:3:4-5-6 = 720

7! = 1-2-3-4-5-6-7 = 5040

8! = 1-2:3:4-5-6-7-8 = 40 320

Silnia jest wykorzystywana w wielu rodzajach obliczen. Mozna jg zastosowaé
na przyklad do znajdowania liczby permutacji. Przykladowo liczba r6znych spo-
sob6w, w jakie mozna ustawié cztery osoby (Alicje, Bartka, Cecylie i Dawida)
w kolejce jest rowna 4!. Na pierwszym miejscu kolejki moze stanaé jedna z czte-
rech os6b (4), trzy pozostale osoby moga zaja¢ drugie miejsce (4-3), nastepnie
dwie pozostate osoby moga zajac trzecie miejsce (4-:3-2). Ostatnia nieumieszczona
w kolejce osoba moze zajaé jedynie ostatnie, czwarte miejsce (4:3:2-1). Liczba
sposobéw, w jakie ludzie moga by¢ ustawieni w kolejce — to znaczy liczba per-
mutacji — jest réwna warto$ci silni z liczby os6b.

Przyjrzyjmy sie teraz iteracyjnemu i rekurencyjnemu algorytmowi obliczania
silni.

Iteracyjny aldorytm obliczania silni

Iteracyjnie silnie oblicza sie w bardzo prosty sposéb. Wystarczy w petli pomnozy¢
przez siebie liczby catkowite od 1 do n wlacznie. Algorytmy iteracyjne zawsze
korzystajg z petli. Oto program factorial Bylteration.py:

Python  def factorial(number):
product =1
for i in range(1l, number + 1):
product = product * i
return product
print(factorial(5))

A to odpowiadajacy mu skrypt factorial ByIteration.html:

_]avaSCriPt <script type="text/javascript">
function factorial (number) {
let product = 1;
for (let i = 1; i <= number; i++) {
product = product * i;

}

Rekurencja a iteracja 45
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return product;

1
document.write(factorial(5));
</script>

Po uruchomieniu tego kodu na ekranie pojawi sie wartosé 5!:
120

W iteracyjnym algorytmie obliczania silni nie ma nic zlego — jest bardzo
prosty i wykonuje swoje zadanie. Teraz przyjrzyjmy sie algorytmowi rekuren-
cyjnemu, aby lepiej poznaé nature silni i samej rekurencji.

Rekurencyjny algorytm obliczania silni

Zauwaz, ze silnia z 4 to 4-3-2-1, a silnia z 5 to 5-4-3-2-1. Mozemy wiec powiedzied,
ze 5! = 5-4!. Jest to przyklad rekurencji, poniewaz definicja silni z 5 (lub dowolne;j
liczby n) odwoluje sie do definicji silni z 4 (w ogélnosci zn — 1). Z kolei 4! = 4-3|
i tak dalej, az do momentu, w ktérym dochodzimy do przypadku bazowego 1!.
Jeden silnia to po prostu 1.

Oto program factorial ByRecursion.py, ktory oblicza silnie z uzyciem algorytmu
rekurencyjnego:

Python  def factorial(number):

if number ==
# PRZYPADEK BAZOWY
return 1

else:
# PRZYPADEK REKURENCYJNY
return number * factorial(number - 1) €@

print(factorial(5))

Ten sam program zapisany w JavaScripcie (factorialByRecursion.himl) wy-
¢glada nastepujaco:

javaScﬂpt <script type="text/javascript">
function factorial (number) {
if (number === 1) {
/I PRZYPADEK BAZOWY
return 1;
} else {
/I PRZYPADEK REKURENCYJINY
return number * factorial(number - 1); ()
}
1
document.write(factorial(5) + "<br />");
</script>
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Gdy uruchomisz ten kod, aby obliczyé rekurencyjnie 5!, na ekranie zobaczysz
identyczny wynik jak w przypadku programu iteracyjnego:

120

Dla wielu programistéw powyzszy kod wyglada dziwnie. Niby wiadomo, ze
w wywotlaniu factorial(5) musimy obliczy¢ iloczyn 5-4-3-2-1, ale trudno jest wska-
za¢ wiersz kodu, w ktérym odbywa sie to mnozenie.

To zdziwienie powstaje, poniewaz przypadek rekurencyjny zawiera tylko jedna
linie @, ktérej polowa jest wykonywana przed wywolaniem rekurencyjnym, a po-
fowa po powrocie z wywolania rekurencyjnego. Nie jesteSmy przyzwyczajeni do
tego, ze jednocze$nie wykonywana jest tylko polowa linii kodu.

Pierwsza polowa instrukeji to wywolanie factorial (number - 1). Jej wykonanie
wigze si¢ z obliczeniem warto$ci wyrazenia number - 1 i wywolaniem rekuren-
cyjnym, ktére powoduje umieszczenie nowego obiektu ramki na stosie wywolan.
Obiekt jest umieszczany na stosie przed wykonaniem wywolania rekurencyjnego.

Wykonanie powréei do poprzedniego obiektu ramki dopiero po zwréceniu
warto$ci przez wywolanie factorial (number - 1). Gdy wywolywane jest factorial(5),
wywolaniu factorial (number - 1) bedzie odpowiadato wywotanie factorial(4),
ktére zwrdcei 24. W tym momencie wykonywana jest druga polowa linii. Wyrazenie
return number * factorial(number - 1) ma teraz postaé return 5 * 24. 7 tego
powodu factorial(5) zwraca 120.

Na rysunku 2.1 pokazalem stan stosu wywolan podczas umieszczania obiektow
ramek na stosie (co ma miejsce w momencie wywolania rekurencyjnego) i ich
usuwania (w momencie powrotu z wywolania rekurencyjnego). Zauwaz, ze mno-
zenie nastepuje po wykonaniu wywotan rekurencyjnych, a nie przed.

Po zakoriczeniu wykonywania pierwszego wywolania funkcji factorial () na-
stepuje zwricenie warto$ci obliczonej silni.

Dlaczedo rekurencyjny algorytm obliczania silni jest
szalenie nieefektywny?

Rekurencyjna implementacja algorytmu obliczania silni ma powazng wade. Ob-
liczenie silni z 5 wymaga pieciu wywolan rekurencyjnych. Oznacza to, ze przed
osiggnieciem przypadku bazowego na stos wywolan trafi pieé¢ obiektéw ramek.
Zalezno$é ta zZle sie skaluje.

Obliczenie silni z 1001 za pomocy, rekurencyjnej funkeji factorial() wymaga
1001 rekurencyjnych wywolan funkcji. Wykonanie tak wielu wywolan funkcji
bez powrotu prawdopodobnie zakonczy sie bledem przepelnienia stosu spowo-
dowanym przekroczeniem maksymalnego rozmiaru stosu wywolan interpretera.
Jest to powazna wada. W praktyce nigdy nie nalezy obliczaé silni za pomocy
funkcji rekurencyjne;j.
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factorial()

number = 5

Wartosc zwracana:
5 * factorial(4)

factorial()

number = 4

Wartoid zwracana:
4 * factorial(3)

factorial()

number =3

Wartosd zwracana:
3 * factorial(2)

factorial()

number = 2

Wartoid zwracana:
2 * factorial(l)

factorial() factorial() factorial() factorial()

number = 1 - number = 2 - number = 3 - number = 4 -

Wartos zwracana: Wartosc zwracana: Wartosd zwracana: Wartoé< zwracana:
1 i*1 i 4 *6

factorial()

number = 5 = Pusty

Wartoéd zwracana:
S

Rysunek 2.1. Stan stosu wywotarn w momencie wywofywania factorial() i powrotéw
z tych wywotan

W odréznieniu od rekurencyjnego algorytmu obliczania silni algorytm itera-
cyjny obliczy silnie szybko i sprawnie. W niektérych jezykach programowania mo-
zesz unikng¢ btedu przepetnienia stosu, jezeli zastosujesz technike optymalizacji
rekurencji ogonowej. Zagadnienie to oméwie w rozdziale 8. Z drugiej strony tech-
nika ta dodatkowo komplikuje implementacje funkcji rekurencyjnej. W przypadku
obliczania silni najprostszym i najlatwiejszym do zrozumienia podej$ciem jest
algorytm iteracyjny.

Znajdowanie wyrazéw ciggu Fibonacciego

Kolejnym klasycznym przyktadem prezentowanym podczas omawiania rekurencji
jest cigg Fibonacciego. Ciag ten rozpoczyna sie od wartosci 11 1 (czasami spo-
tyka sie réwniez definicje, w ktérej pierwsze dwa wyrazy tego ciagu to 0 i 1).
Kazdy kolejny wyraz tego ciggu jest suma dwéch poprzednich. Kolejne wyrazy
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tego ciagu (tzw. liczby Fibonacciego) to 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144
i tak dalej, az do nieskoficzonosci.

Oznaczmy ostatnie dwa wyrazy ciggu jako a i b. Na rysunku 2.2 pokazalem
relacje pomiedzy kolejnymi elementami tego ciggu.

11
a b

11
a

o IN
(8]

11

o IN
olw
€]

-
-
N
w

o |1

o |oo

13

a+b

11235 8 13 _21
a b a+b

Rysunek 2.2. Kazdy wyraz ciqgu Fibonacciego jest sumq dwdch poprzednich

Przeanalizujemy teraz kilka przyktadéw kodu, ktéry znajduje wyrazy ciagu
Fibonacciego w iteracyjny i rekurencyjny sposéb.

Iteracyjny algorytm wyznaczania
n-tedgo wyrazu ciggu Fibonacciego

Iteracyjna implementacja algorytmu Fibonacciego jest bardzo prosta. Kod sklada
sie z petli for oraz dwich zmiennych a i b. Na ponizszym listingu pokazatem pro-
gram fibonacciBylteration.py, zawierajacy iteracyjng wersje algorytmu wyznacza-
nia wyrazéw ciagu Fibonacciego zapisang w Pythonie:

def fibonacci(nthNumber):
a,b=1,1@
print('a = %s, b = %s' % (a, b))
for i in range(2, nthNumber):
a, b = b, a+ b #Obliczanie kolgjnego wyrazu ciggu @
print('a = %s, b = %s' % (a, b))
return b

print(fibonacci(10))

Oto odpowiadajagcy mu program fibonacciBylteration.html zapisany w Java
Scripcie:

<script type="text/javascript">
function fibonacci(nthNumber) {
1eta=1,b=1;o
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Tet nextNum;

document.write("a = " +a+ ", b="+b+ "<br />");
for (let i = 2; i < nthNumber; i++) {

nextNum = a + b; // Obliczanie kolgjnego wyrazu ciggu @

a = b;

b = nextNum;

document.write("a =" +a+ ", b ="+ b+ "<br />");
}
return b;

}

document.write(fibonacci(10));
</script>

Po uruchomieniu powyzszego kodu program znajdzie 10. element ciggu Fi-
bonacciego. Oto wyjcie z tego programu:

a=1,b=1
a=1,b=2
a=2,b=3
a =34, b =055
55

Program musi pamieta¢ jedynie dwa ostatnie (w danej chwili) elementy ciagu.
Poniewaz pierwsze dwa wyrazy ciggu Fibonacciego maja wartosé 1, na poczatku
programu zapisalem te wartosé w zmiennych a i b @. Wewnatrz petli for dodaje
do siebie a i b i w ten sposéb obliczam kolejny wyraz ciggu @. Wynik tego doda-
wania zapisuje w zmiennej b. Poprzednia warto$é b zapamietuje za$ w zmiennej a.
Po zakonczeniu petli zmienna b zawiera n-ta liczbe Fibonacciego, ktéra jest na-
stepnie zwracana przez funkcje.

Rekurencyjny algorytm wyznaczania
n-tego wyrazu ciggu Fibonacciego

W definicji liczb Fibonacciego ukryta jest rekurencja. Na przyklad aby obliczy¢ 10.
wyraz ciagu Fibonacciego, nalezy doda¢ do siebie 8. 19. liczbe Fibonacciego. Aby
je wyznaczy¢é, nalezy zsumowa¢ 8. i 7., a nastepnie 7. i 6. liczbe Fibonacciego.
W obliczeniach powtarza sie wiele identycznych operacji. Zauwaz, ze dodanie 8.
liczby Fibonacciego do 9. wymaga ponownego znalezienia 8. elementu ciagu.
Rekurencja konczy sie po osiagnieciu przypadku bazowego, ktéry odpowiada 1. i 2.
wyrazowi ciagu, ktére maja wartosé 1.

Oto rekurencyjna implementacja algorytmu wyznaczania n-tego wyrazu ciggu
Fibonacciego zapisana w Pythonie (plik fibonacciByRecursion.py):
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def fibonacci(nthNumber):

print ('Wywotano funkcje fibonacci(%s).' % (nthNumber))

if nthNumber == 1 or nthNumber == 2: ‘)
# PRZYPADEK BAZOWY
print('Przypadek bazowy fibonacci(%s). Funkcja zwraca 1.' % (nthNumber))
return 1

else:
# PRZYPADEK REKURENCYJNY
print('Wywotuje fibonacci(%s) i fibonacci(%s).' %
< (nthNumber - 1, nthNumber - 2))
result = fibonacci(nthNumber - 1) + fibonacci(nthNumber - 2)
print('Funkcja fibonacci(%s) koficzy swoje dziatanie i zwraca
>%s.' % (nthNumber, result))
return result

print(fibonacci(10))
A to odpowiadajgca jej implementacja w JavaScripcie (fibonacciByRecursion.html):

<script type="text/javascript">
function fibonacci(nthNumber) {
document.write("Wywotano funkcje fibonacci(" + nthNumber + ").<br />");
if (nthNumber === 1 || nthNumber === 2) { @
/I PRZYPADEK BAZOWY
document.write("Przypadek bazowy fibonacci(" + nthNumber + ").
>Funkcja zwraca l.<br />");

return 1;
}
else {
/I PRZYPADEK REKURENCYJNY
document.write('Wywotuje fibonacci(' + (nthNumber - 1) + ')
i fibonacci(' + (nthNumber - 2) + ').<br />');
let result = fibonacci(nthNumber - 1) + fibonacci(nthNumber - 2);
document.write('Funkcja fibonacci(' + nthNumber + ') koiczy swoje
>dziatania i zwraca ' + result + '.<br />');
return result;
}

}

document.write(fibonacci(10) + "<br />");
</script>

Po uruchomieniu powyzszego kodu program znajdzie 10. element ciggu Fi-
bonacciego. Oto wyjscie z tego programu:

Wywotano funkcje fibonacci(10).
Wywotuje fibonacci(9) i fibonacci(8).
Wywotano funkcje fibonacci(9).
Wywotuje fibonacci(8) i fibonacci(7).
Wywotano funkcje fibonacci(8).
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Wywotuje fibonacci(7) i fibonacci(6).
Wywotano funkcje fibonacci(7).

Funkcja fibonacci(6) konczy swoje dziatanie i zwraca 8.
Funkcja fibonacci(8) koiczy swoje dziatanie i zwraca 21.
Funkcja fibonacci(10) koficzy swoje dziatanie i zwraca 55.

Znaczna cze$é powyzszego kodu stuzy jedynie do wy$wietlania informacji na
wyj$ciu. Sam spos6b dzialania funkeji fibonacci () jest do§¢ prosty. Przypadek
bazowy — sytuacja, w ktérej nie wykonujemy juz kolejnych wywolan rekurencyj-
nych — ma miejsce, gdy nthNumber ma warto$¢ 1 lub 2 @. W tym przypadku funkcja
zwraca 1, poniewaz pierwszy i drugi element ciggu Fibonacciego to zawsze 1. Kazdy
inny przypadek jest przypadkiem rekurencyjnym, w ktérym zwracang wartoscig
jest sumg fibonacci (nthNumber - 1) i fibonacci(nthNumber - 2). Dopdki warto$é
nthNumber jest liczbg catkowita wieksza od 0, wywolania rekurencyjne doprowadza,
ostatecznie do osiggniecia przypadku bazowego, ktéry spowoduje zakonczenie
ciggu wywolan.

Pamietasz, jak w rekurencyjnej implementacji silni wystepowala czesé ,,przed
wywolaniem rekurencyjnym” i ,,po wywolaniu rekurencyjnym”? Poniewaz reku-
rencyjna implementacja algorytmu wyznaczania ciggu Fibonacciego zawiera dwa
wywolania rekurencyjne w przypadku rekurencyjnym, przypadek ten dzieli sie na
trzy czeSci: ,,przed pierwszym wywolaniem rekurencyjnym”, ,,po pierwszym wywo-
faniu rekurencyjnym, ale przed drugim” oraz ,,po drugim wywolaniu rekurencyjnym”.
Obowigzuja jednak te same zasady. Nie sadz, Ze po osiagnieciu przypadku ba-
zowego nie ma juz zadnego kodu do wykonania. Algorytm rekurencyjny konczy
sie dopiero po zwréceniu wartosci przez pierwotne wywolanie funkcji.

Mozesz zapytaé: czy iteracyjna implementacja algorytmu wyznaczania n-tego
wyrazu Fibonacciego nie jest prostsza niz rekurencyjna? Odpowiedz brzmi: tak.
Co gorsza, rozwigzanie rekurencyjne jest mocno nieefektywne, co wyjasnie w na-
stepnym punkcie.

Dlaczedo rekurencyjny algorytm wyznaczania n-teqo
wyrazu ciggu Fibonacciedo jest mocno nieefektywny?

Tak jak rekurencyjny algorytm obliczania silni, rekurencyjny algorytm wyznacza-
nia n-tego elementu ciggu Fibonacciego ma krytyczng slabosé. Otéz algorytm
ten powtarza w kétko te same obliczenia. Sp6jrz na rysunek 2.3 i zobacz, jak
w wywolaniu fibonacci(6) (dla zwiezlosci oznaczonym jako fib(6)) wywolane
sa fibonacci(5) i fibonacci (4).

Wywolanie funkcji powoduje kaskade kolejnych, az do osiagniecia przypad-
kéw bazowych fibonacci(2) i fibonacci (1), ktére zwracajg 1. Zauwaz, ze funkcja
fibonacci (4) jest wywolywana dwukrotnie, fibonacci (3) trzykrotnie i tak dale;j.
Spowalnia to caly algorytm, powodujac niepotrzebne powtarzanie tych samych
obliczen. Nieefektywnosé wzrasta, gdy szukamy dalszych elementéw ciggu. Podczas
gdy iteracyjny algorytm moze obliczy¢ setny wyraz ciggu w mniej niz sekunde,
algorytm rekurencyjny potrzebowaltby na znalezienie tej warto$ci ponad miliona lat.
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Rysunek 2.3. Drzewo wywotan rekurencyjnych dla wywotania fibonacci(6)
(na szaro zostaly zaznaczone nadmiarowe wywotania funkcji)

1

Zamiana algorytmu
rekurencyjnedo na iteracyjny

Przeksztalcenie algorytmu rekurencyjnego w iteracyjny jest zawsze mozliwe.
Funkcje rekurencyjne powtarzaja obliczenia, wywolujac same siebie, ale ten sam
efekt mozna otrzymaé za pomocg petli. Funkcje rekurencyjne wykorzystuja tez
stos wywolan, ktéry w algorytmie iteracyjnym mozemy zastapic¢ zwyczajnym stosem.
A zatem kazdy algorytm rekurencyjny moze by¢ wykonany iteracyjnie przy uzyciu
petli i stosu.

Na potrzeby demonstracji spéjrz na program factorial Emulate Recursion.py,
zapisany w Pythonie. Ponizszy program zawiera iteracyjny algorytm emulujacy
algorytm rekurencyjny:

Python  callStack = [] #Jawnie zdefiniowany stoswywofas, na ktorymsg przechowwvaneobiektyrawekﬂ
callStack.append({'returnAddr': 'start', 'number': 5}) #Wywolaniefunkdi factorial() @
returnValue = None

while len(callStack) > 0:
# Ciafo funkgji factorial():

number = callStack[-1]['number'] # Ustawienie wartosci parametru number
returnAddr = callStack[-1]['returnAddr']

if returnAddr == 'start':
if number ==
# PRZYPADEK BAZOWY

returnValue = 1
callStack.pop() # Powrét zwywofania funkcji €
continue

else:
# PRZYPADEK REKURENCYJINY
callStack[-1]['returnAddr'] = 'after recursive call'
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# Wywofanie funkgji factorial():
callStack.append({'returnAddr': 'start', 'number': number - 1}) @
continue
elif returnAddr == 'after recursive call':
returnValue = number * returnValue
callStack.pop() # Powrét zwywofania funkcji @
continue

print(returnValue)

Oto odpowiadajacy mu program factorialEmulateRecursion.html zapisany
w JavaScripcie:

JavaScript <script type="text/javascript">
let callStack = []; // Jawnie zdefiniowany stos wywofari, na ktérym sq przechowywane obiekty
I ramek @
callStack.push({"returnAddr": "start", "number": 5}); // Wywolanie funkdji factorial() @
let returnValue;

while (callStack.length > 0) {
/I Ciato funkgji factorial():
Tet number = callStack[callStack.length - 1]["number"]; // Ustawienie wartosci

/I parametru number
let returnAddr = callStack[callStack.length - 1]["returnAddr"];

if (returnAddr == "start") {
if (number === 1) {
/I PRZYPADEK BAZOWY

returnValue = 1;
callStack.pop(); // Powrét zwywofania funkcji €
continue;

} else {
/I PRZYPADEK REKURENCYJNY
callStack[callStack.length - 1]["returnAddr"] = "after recursive call";
/I Wywofanie funkgji factorial():
callStack.push({"returnAddr": "start", "number": number - 1}); 0
continue;

}

} else if (returnAddr == "after recursive call") {

returnValue = number * returnValue;

callStack.pop(); // Powrét zwywofania funkcji @

continue;

}

document.write(returnValue + "<br />");
</script>
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Zauwaz, ze powyzszy program nie zawiera funkcji rekurencyjnej; w ogélne nie
ma w nim zadnych funkcji! Program emuluje wywolania rekurencyjne, korzy-
stajac z listy, ktéra pelni role stosu nasladujacego stos wywoltan (zmienna call
Stack; @). Role obiektu ramki petni stownik @), ktéry przechowuje informacje
o adresie zwrotnym i wartosci lokalnej zmiennej nthNumber. Program emuluje
wywotania funkcji poprzez umieszczenie obiektéw ramek na stosie wywotan @.
Zwroécenie wartosci przez wywolanie jest realizowane poprzez usuniecie obiektu
ramki ze stosu @ i @.

Metoda ta pozwala zapisa¢ kazda funkcje rekurencyjna w sposéb iteracyjny.
Chociaz powyzszy kod jest niezwykle trudny do zrozumienia (pewnie nigdy nie
zapisatby$ w ten spos6b algorytmu obliczania silni), pokazuje on, ze rekurencja
nie oferuje zadnych mozliwosci, ktérych nie ma kod iteracyjny.

Zamiana algorytmu iteracyjnego
na rekurencyjny

Konwersja algorytmu iteracyjnego na rekurencyjny réwniez jest zawsze mozliwa.
Algorytm iteracyjny to po prostu kod wykorzystujacy petle. Powtarzany kod
(ciato petli) mozna umiescié w ciele funkcji rekurencyjnej. Efekt wielokrotnego
powtérzenia kodu w ciele petli mozna osiaggnaé za pomoca wielokrotnego wywo-
lywania funkcji. Da sie to zrobié¢ poprzez wywolanie funkcji z poziomu niej samej
(tym samym tworzgc funkcje rekurencyjng).

Oto kod w Pythonie (hello.py), ktory za pomoca petli pieciokrotnie wyswietla
tekst Witaj, swiecie!, a nastepnie robi to samo za pomocg funkeji rekurencyjne;j:

Python print('Kod w petli:')
i=0
while i < 5:
print(i, 'Witaj, Swiecie!')
i=i+l

print('Kod w postaci funkcji:')
def hello(i=0):
print(i, 'Witaj, Swiecie!')
i=i+1
if i <5:
hello(i) #PRZYPADEK REKURENCYJNY
else:
return #PRZYPADEK BAZOWY
hello()
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A to jego odpowiednik zapisany w JavaScripcie (hello.himl):

JavaScript  <script type="text/javascript">
document.write("Kod w petli:<br />");
let i = 0;
while (i < 5) {
document.write(i + " Witaj, Swieciel<br />");
=i+ )

document.write("Kod w postaci funkcji:<br />");
function hello(i) {
if (i === undefined) {
i = 0; // Jezeli zmienna i nie ma przypisanej zadnej wartosci, to przypisujemy je 0

}

document.write(i + " Witaj, Swieciel<br />");
i=1i+1;
if (i <5) {
hello(i); // PRZYPADEK REKURENCYJNY
}
else {
return; // PRZYPADEK BAZOWY
}
1
hello();
</script>

Kazdy z powyzszych programéw wyswietli nastepujace dane wyjsciowe:

Kod w petli:

0 Witaj, Swiecie!
1 Witaj, Swiecie!
2 Witaj, Swiecie!
3 Witaj, Swiecie!
4 Witaj, Swiecie!
Kod w postaci funkcji:
0 Witaj, Swiecie!
1 Witaj, Swiecie!
2 Witaj, Swiecie!
3 Witaj, Swiecie!
4 Witaj, Swiecie!

Petla while zawiera warunek i < 5, ktéry okresla, czy program ma kontynuowaé
petle. Ten sam warunek jest tez wykorzystywany w funkcji rekurencyjnej do
ustalenia, czy nalezy wykonaé przypadek rekurencyjny po wyswietleniu tekstu
Witaj, Swiecie!, aby ponownie wyswietli¢ to zdanie.

Spojrz teraz na bardziej rzeczywisty przyktad. Ponizej pokazalem iteracyjna
i rekurencyjng funkcje zwracajaca indeks poczatku podtanicucha needle w lan-
cuchu haystack. Jesli podtaiicuch nie zostanie znaleziony, obie funkcje zwrécy -1.
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Funkgcje te dziataja podobnie do metody find() taficuchéw znakéw w Pythonie i me-
tody index0f () taficuchéw znakéw w JavaScripcie. Oto program findSubstring.py
zapisany w Pythonie:

Python def findSubstringlterative(needle, haystack):

i=0
while i < len(haystack):
if haystack[i:i + len(needle)] == needle:
return i # Wartos¢ needle znaleziona
i=i+1

return -1 # Nieznaleziono wartosci needle

def findSubstringRecursive(needle, haystack, i=0):
if i >= len(haystack):
return -1 #PRZYPADEK BAZOWY (nie znaleziono wartosci needle)

if haystack[i:1 + Ten(needle)] == needle:

return i #PRZYPADEK BAZOWY (wartos¢ needle znal eziona)
else:

# PRZYPADEK REKURENCYJINY

return findSubstringRecursive(needle, haystack, i + 1)

print(findSubstringlterative('kot', 'M&j kot Zosia'))
print(findSubstringRecursive('kot', 'M&j kot Zosia'))

A to program findSubstring.html bedacy jego odpowiednikiem w JavaScripcie:

JavaScript  <script type="text/javascript">
function findSubstringlterative(needle, haystack) {
let i = 0;
while (i < haystack.length) {
if (haystack.substring(i, i + needle.length) == needle) {
return i; // Wartos¢ needle znaleziona

}
;

=i+
}
return -1; // Nie znaleziono wartosci needle
}
function findSubstringRecursive(needle, haystack, i) {
if (i === undefined) {
i=0;
}

if (i >= haystack.length) {
return -1; // PRZYPADEK BAZOWY (nie znaleziono wartosci needle)
}

if (haystack.substring(i, i + needle.length) == needle) {
return i; // PRZYPADEK BAZOWY (wartos¢ needle znaleziona)
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} else {
/l PRZYPADEK REKURENCYJINY
return findSubstringRecursive(needle, haystack, i + 1);

}

document.write(findSubstringIterative("kot", "Moj kot Zosia") + "<br />");
document.write(findSubstringRecursive("kot", "Moj kot Zosia") + "<br />");
</script>

Powyzsze programy zawieraja wywolania funkeji findSubstringIterative()
i findSubstring Recursive(), ktére zwracaja 4, poniewaz jest to indeks, pod kt6-
rym w laficuchu M6j kot Zosia znajduje sie stowo kot:

Programy z tego punktu pokazujg, ze zawsze mozemy zamienié¢ petle w réwno-
wazng jej funkcje rekurencyjng. Chociaz zastgpienie petli rekurencjg jest moz-
liwe, odradzam takie postepowanie. Moim zdaniem jest to ,,rekurencja dla samej
rekurencji”. Poniewaz rekurencja jest czesto trudniejsza do zrozumienia niz kod
iteracyjny, dziatanie takie zmniejsza czytelnosé¢ kodu.

Studium przypadku: obliczanie poteg

Chociaz uzycie rekurencji nickoniecznie prowadzi do powstania lepszego kodu,
podejscie rekurencyjne moze da¢ nowy wglad w problem programistyczny. W ramach
studium przypadku przyjrzyjmy sie, jak obliczy¢ potegi.

Potege liczby oblicza sie poprzez pomnozenie jej przez siebie sama okreslona
liczbe razy. Na przyklad trzy podniesione do szdstej potegi, czyli 3°, jest réwne
szesciokrotnemu pomnozeniu liczby 3 przez samg siebie: 3-3:3:3-3-3 = 729. Opera-
cja ta jest tak powszechna, ze Python zawiera specjalny operator potegowania **.
W JavaScripcie potege obliczysz za pomoca funkcji Math. pow(). W Pythonie war-
to$é 3° mozesz wyznaczyé za pomoca instrukcji 3 ** 6. W JavaScripcie zrobisz
to za pomocg wywolania Math.pow(3, 6).

Sprébujmy utworzy¢ wlasny kod obliczajacy potegi. Algorytm jest prosty:
wystarczy zapisaé petle, ktéra wielokrotnie mnozy liczbe przez nig samg, i zwré-
ci¢ otrzymany wynik. Oto iteracyjny algorytm obliczania n-tej potegi w Pythonie
(exponentBylteration.py):

Python  def exponentByIteration(a, n):

result =1
for i in range(n):
result *= a

return result
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print(exponentByIteration(3, 6))
print (exponentByIteration(10, 3))
print(exponentByIteration(17, 10))

A to jego odpowiednik w JavaScripcie (exponentBylteration.html):

<script type="text/javascript">
function exponentByIteration(a, n) {
let result = 1;
for (let i = 0; i < n; i++) {
result *= a;

}

return result;

}

document.write(exponentByIteration(3, 6) + "<br />");
document.write(exponentByIteration(10, 3) + "<br />");
document.write(exponentByIteration(17, 10) + "<br />");
</script>

Po uruchomieniu powyzszych kodéw otrzymasz nastepujace dane wyjsciowe:
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Sa to proste obliczenia, ktére mozemy tatwo wykonac¢ za pomoca petli. Wada
uzycia petli jest to, ze wydajno$é obliczen spada wraz ze wzrostem wykladnika:
obliczenie 3" zajmuje dwa razy wiecej czasu niz 3%, a wyznaczenie 3% trwa sto
razy dtuzej niz znalezienie 3°. W nastepnym punkcie rozwigZemy ten problem
za pomocg rekurencji.

Rekurencyjna funkcja potedujaca

Zastan6éw sie, jak rekurencyjnie obliczy¢ potege, na przyktad 3°. Ze wzgledu na
laczno$é mnozenia 3-3-3-3-3-3 to tyle samo co (3-3-3)-(3-3-3), czyli tyle co (3-:3-3)%,
a poniewaz (3-3-3) réwna si¢ 3°, 3° réwna sie (3°)% Jest to przyklad reguly pote-
gowania potegi: (™)' = @"". W matematyce znana jest réwniez regula mnozenia
poteg o takich samych podstawach: a™a™ = a"*". Jej szczegélny przypadek to
a“a = a"*.

Reguty te mozemy wykorzysta¢ do utworzenia funkcji exponentByRecursion().
Wywolanie metody exponentByRecursion(3, 6) bedzie odpowiadalo wyrazeniu
exponentByRecursion(3, 3) * exponentByRecursion(3, 3). Oczywiscie nie mu-
sisz wykonywa¢ obu wywotan exponentByRecursion(3, 3). W zamian wystarczy
po prostu zapisa¢ zwracang warto§¢ w zmiennej i pomnozy¢ ja przez nig sama.
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Metoda ta dziata dla parzystych wyktadnikéw, ale co z nieparzystymi? Gdyby-
$my musieli obliczy¢ 37, czyli 3-3-3-3-3-3-3, to bedzie to to samo co (3-3-3-:3:3-3)-3
lub (3%-3. Nastepnie, aby obliczy¢ 3°, mozesz wykonaé to samo wywolanie reku-
rencyjne co poprzednio.

UWAGA [stnieje prosta programistyczna sztuczka pozwalajgca sprawdzié, czy liczba cal-
kowita jest parzysta. Wykorzystuje si¢ w niej operator modulo (%). Reszta z dzie-
lenia dowolnej parzystej liczby calkowitej przez 2 to 0. Dowolna nieparzysta
liczba catkowita modulo 2 daje w wyniku 1.

Sa to przypadki rekurencyjne, a jakie sa przypadki bazowe? Z matematycznego
punktu widzenia kazda liczba do potegi zero to 1, a kazda liczba do potegi pierw-
szej to po prostu ta liczba. A zatem dla dowolnego wywotania funkcji exponentBy
Recursion(a, n), jesli n ma warto$é 0 lub 1, zwracamy odpowiednio 1 lub a, po-
niewaz a’ to zawsze 1, a a' to zawsze a.

Korzystajac z tych wszystkich informacji, mozemy zapisa¢ kod funkeji exponent
ByRecursion(). Oto zawartos$é pliku exponentByRecursion.py, zawierajacego jej
implementacje w Pythonie:

Python def exponentByRecursion(a, n):

if n ==
# PRZYPADEK BAZOWY
return a

elif n % 2 == 0:
# PRZYPADEK REKURENCYJNY (n parzyste)
result = exponentByRecursion(a, n / 2)
return result * result

elif n % 2 == 1:
# PRZYPADEK REKURENCYJNY (n nieparzyste)
result = exponentByRecursion(a, n - 1)
return result * a

print (exponentByRecursion(3, 6))
print (exponentByRecursion(10, 3))
print (exponentByRecursion(17, 10))

A to odpowiadajgcy jej program w JavaScripcie (exponentByRecursion.html):

javaScript <script type="text/javascript">
function exponentByRecursion(a, n) {

if (n === 1) {
/I PRZYPADEK BAZOWY
return a;

} else if (n % 2 === 0) {
I/ PRZYPADEK REKURENCYJNY (n parzyste)
result = exponentByRecursion(a, n / 2);
return result * result;

} else if (n % 2 === 1) {
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/I PRZYPADEK REKURENCYJNY (n nieparzyste)
result = exponentByRecursion(a, n - 1);
return result * a;

}

document.write(exponentByRecursion(3, 6) + "<br />");
document.write(exponentByRecursion(10, 3) + "<br />");
document.write(exponentByRecursion(17, 10) + "<br />");
</script>

Po uruchomieniu tego kodu otrzymasz dane wyjsciowe identyczne jak w przy-
padku algorytmu iteracyjnego:
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Kazde wywolanie rekurencyjne zmniejsza rozmiar problemu o potowe. Dzieki
temu nasz algorytm rekurencyjny jest szybszy niz jego iteracyjny odpowiednik.
Iteracyjne wyznaczenie 3'°° wymaga 1000 operacji mnozenia, podczas gdy al-
gorytm rekurencyjny wykona w tym przypadku jedynie 23 mnozenia i dzielenia.
Podczas uruchamiania kodu w Pythonie w narzedziu do profilowania iteracyjne
wyznaczenie 3" 100 000 razy zajmuje 10,633 sekundy. Na wykonanie tych samych
obliczenn metoda rekurencyjng potrzeba jedynie 0,406 sekundy. To ogromna
poprawal

Iteracyjne obliczanie potedi na podstawie
wnioskow z algorytmu rekurencyjnedo

Nasza oryginalna iteracyjna funkcja potegujaca wykorzystywala proste podejscie:
wykonaj petle tyle razy, ile wynosi wykladnik potegi. Jednak takie podejscie nie
skaluje sie zbyt dobrze wraz ze wzrostem wykltadnika. Préba utworzenia imple-
mentacji rekurencyjnej zmusita nas do zastanowienia sie, jak podzieli¢ ten pro-
blem na mniejsze podproblemy. Takie podejscie okazalo sie znacznie bardziej
wydajne.

Poniewaz kazdy algorytm rekurencyjny ma réwnowazng postaé iteracyjna,
mozemy utworzy¢ nowy iteracyjng funkcje potegujaca oparta na regule potego-
wania, z ktérej korzysta algorytm rekurencyjny. Oto plik exponentWithPower-
Rule.py, zawierajacy taka funkcje zapisang w Pythonie:

Python  def exponentWithPowerRule(a, n):
# Krok 1. Ustalenie, jakie operacje nalezy wykona¢
opStack = []
while n > 1:
ifn%2-==0:
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#n jest parzyste
opStack.append('square')
n=n//2

elif n% 2 ==1:
#n jest nieparzyste
n-=1
opStack.append('multiply')

# Krok 2. Wykonanie operacji w odwrotnej kolejnosci
result = a # Poczgtkowo result ma wartos¢ ‘a’
while opStack:

op = opStack.pop()

if op == 'multiply':
result *= a

elif op == 'square':
result *= result

return result

print(exponentWithPowerRule(3, 6))
print(exponentWithPowerRule(10, 3))
print (exponentWithPowerRule(17, 10))

Oto odpowiednik tego programu zapisany w JavaScripcie (znajdziesz go w pliku
exponentWithPowerRule.html):

javaScript <script type="text/javascript">
function exponentWithPowerRule(a, n) {
I/ Krok 1. Ustalenie, jakie operacje nalezy wykonac
let opStack = [];
while (n > 1) {
if (n %2 ===0) {
/I njest parzyste
opStack.push("square");
n = Math.floor(n / 2);
} else if (n % 2 === 1) {
/I njest nieparzyste
n-=1;
opStack.push("multiply");

}

/I Krok 2. Wykonanie operacji w odwrotnej kolejnosci
let result = a; // Poczgtkowo result ma wartosé ‘a’
while (opStack.length > 0) {

let op = opStack.pop();

if (op === "multiply") {
result = result * a;
} else if (op === "square") {
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result = result * result;

}

return result;

}

document.write(exponentWithPowerRule(3, 6) + "<br />");
document.write(exponentWithPowerRule(10, 3) + "<br />");
document.write(exponentWithPowerRule(17, 10) + "<br />");
</script>

Algorytm zmnmiejsza n, dzielac je na pot (jesli jest parzyste) lub odejmujac od
niego 1 (jesli jest nieparzyste), az do uzyskania wartosci 1. W ten sposéb otrzy-
mujemy cigg operacji podnoszenia do kwadratu lub mnozenia przez a, ktére mu-
simy wykonaé. Po zakonczeniu tego kroku nalezy wykonaé te czynnosci w od-
wrotnej kolejnosci. Do odwracania kolejnosci operacji przydaje sie stos (nie
myli¢ ze stosem wywolan), poniewaz jest to struktura danych typu pierwsze na
wejsciu, ostatnie na wyjsciu. W pierwszym kroku umieszczamy na stosie opStack
operacje podnoszenia do kwadratu lub mnozenia przez a. W drugim kroku wy-
konujemy te operacje, usuwajac je ze stosu.

Na przyklad wywolanie exponentWithPowerRule(6, 5) w celu obliczenia 6°
powoduje przypisanie do a wartosci 6, a do n wartosci 5. Funkcja zauwaza, ze n
jest nieparzyste. Oznacza to, ze powinnismy odja¢ od n 1 (da to 4) i odlozy¢ na
stos opStack operacje mnozenia przez a. Teraz, gdy n ma warto$é 4 (liczba parzy-
sta), dzielimy n przez 2 (otrzymujemy 2) i odktadamy na stosie opStack operacje
podnoszenia do kwadratu. Poniewaz n ma warto$¢ 2 i ponownie jest parzyste,
dzielimy je przez 2 (otrzymujac 1) i odktadamy na stosie opStack kolejng operacje
podnoszenia do kwadratu. Pierwszy krok koniczy sie, poniewaz n ma wartos¢ 1.

Drugi krok rozpoczyna sie od przypisania a (ktére ma wartosé 6) do zmiennej
result. Zdejmujemy ze stosu opStack pierwsza operacje, ktorg jest podniesienie
do kwadratu, i nakazujemy programowi zmiane warto$ci result na result * result
(inaczej result?), czyli 36. Nastepnie zdejmujemy ze stosu opStack kolejng operacje.
Jest to nastepna operacja podnoszenia do kwadratu, wiec program zastepuje 36 ze
zmiennej result warto$cig 36 * 36, czyli 1296. Dalej pobieramy ze stosu opStack
ostatnig operacje, ktorg jest mnozenie przez a, i mnozymy warto$¢ 1296 znajdu-
jaca sie w zmiennej result przez a (czyli 6), w wyniku czego otrzymujemy 7776.
Stos opStack jest teraz pusty i funkcja koficzy swoje dziatanie. Po doktadnym spraw-
dzeniu obliczen przekonasz sie, ze 6° to rzeczywiscie 7776.

Zawarto$¢ stosu opStack w trakcie wykonywania wywolania funkeji exponent
WithPowerRule(6, 5) pokazalem na rysunku 2.4.
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Rysunek 2.4. Zawartosc stosu opStack podczas wywotania funkcji
exponentWithPowerRule(6, 5)

Po uruchomieniu tego kodu otrzymasz wynik identyczny jak poprzednio:
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Iteracyjna funkcja potegujaca wykorzystujaca regute potegowania jest bardziej
wydajna niz algorytm rekurencyjny i jednoczesnie nie jest narazona na ryzyko
wystapienia bledu przepetnienia stosu. By¢ moze nie wpadliby$my na ten nowy,
ulepszony algorytm iteracyjny bez przeprowadzenia rozumowania rekurencyjnego.

Kiedy powinno sie korzystac z rekurencji?

Nigdy nie musisz uzywac rekurencji. Rozwigzanie zadnego problemu programi-
stycznego nie wymaga zastosowania rekurencji. Ten rozdzial pokazal, ze reku-
rencja nie ma zadnych magicznych zdolnosci robienia rzeczy, ktérych nie moze
zrobié kod za pomocy iteracyjnego podejscia z uzyciem petli i stosu. W praktyce
funkcja rekurencyjna moze byé zbyt skomplikowanym rozwigzaniem Twojego
problemu.

Z drugiej strony, jak pokazuje przyklad funkeji potegujacej z poprzedniego
punktu, rekurencja moze wzbogaci¢ Twoj tok rozumowania zwigzany z rozwia-
zywanym problemem programistycznym. Podejscie rekurencyjne szczegdlnie
dobrze sprawdza sie w przypadku probleméw wykazujacych nastepujace trzy cechy:

B Problem ma strukture drzewiasta.
B Problem wymaga nawrotéw.

B Glebokosé rekurencji nie jest wystarczajaco duza, aby wystapit btad
przepelnienia stosu.

Drzewa charakteryzuja sie samopodobienstwem — znajdujace sie w nich
punkty rozgalezien przypominaja korzenie mniejszego poddrzewa. Rekurencja czesto
wigze sie z samopodobienistwem i problemami, ktére mozna podzieli¢ na mniejsze,
podobne podproblemy. Korzen drzewa odpowiada pierwszemu wywotaniu funkeji
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rekurencyjnej, punkty rozgalezieni to przypadki rekurencyjne, a liscie odpowiadaja
przypadkom bazowym, w ktérych nie wykonuje sie juz wywotan rekurencyjnych.

Dobrym przykladem problemu, ktéry ma strukture drzewiastg i wymaga na-
wrotéw, jest labirynt. W labiryncie rozgalezienia wystepujg wszedzie tam, gdzie
musisz wybraé jedna z wielu $ciezek, ktérymi cheesz podazaé. Jesli dotrzesz do
§lepego zaulka, napotkales przypadek bazowy. Aby z niego wyj$¢, musisz cofnaé
sie do poprzedniego rozgalezienia i wybraé inng $ciezke.

Na rysunku 2.5 pokazalem §ciezke w labiryncie, ktéra zostala przeksztalcona
tak, aby wygladata jak drzewo. Pomimo wizualnych réznic pomiedzy $ciezkami
w labiryncie a $ciezkami w drzewie punkty rozgalezienn w obu tych strukturach
sg ze sobg powigzane w ten sam sposéb. Matematycy powiedzieliby, ze te grafy
sg sobie réwnowazne.

Wyijscie

i

-

Wejscie
Rysunek 2.5. Labirynt (po lewej) wraz z wewnetrznymi sciezkami (w srodku)
przeksztatcony w znangq z biologii strukture drzewa (po prawe;j)

U podstaw wielu probleméw programistycznych leza struktury drzewiaste.
Strukture takg ma na przyklad system plikéw. Podkatalogi w systemie plikéw przy-
pominajg katalogi gléwne mniejszych systeméw plikéw. Poréwnanie drzewa i sys-
temu plikéw znajdziesz na rysunku 2.6.
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Wyszukiwanie okreslonego pliku w katalogu to problem rekurencyjny. Najpierw
przeszukujesz katalog, a nastepnie rekurencyjnie przeszukujesz znajdujace sie
w nim podkatalogi. Katalogi bez podkatalogéw to przypadki bazowe, ktére po-
woduja, zatrzymanie wyszukiwania rekurencyjnego. Jesli Twéj algorytm reku-
rencyjny nie znajdzie pliku, ktérego szukasz, program cofa sie do poprzedniego
katalogu nadrzednego i stamtad kontynuuje wyszukiwanie.

Trzecia cecha ma czysto praktyczny charakter. Jesli Twoja struktura drze-
wiasta zawiera tak wiele pozioméw, ze funkcja rekurencyjna spowodowataby
btad przepehienia stosu, zanim program dotrze do lisci, to rekurencja nie jest
odpowiednim rozwigzaniem.

Z drugiej strony wykorzystanie rekurenciji jest najlepszym sposobem tworzenia
kompilatoréw. Projektowanie kompilatoréw to obszerne zagadnienie, ktérego omo-
wienie wykracza poza zakres tej ksiazki, ale jezyki programowania sg opisywane
przez zbiér regul gramatycznych, ktére pozwalaja przeksztalcié¢ kod zrédtowy
w strukture drzewa, podobnie jak reguly gramatyczne jezyka polskiego pozwa-
lajg przeprowadzi¢ rozbiér zdania w postaci drzewa. Rekurencja jest idealna tech-
nikg do zastosowania w kompilatorach.

W tej ksigzce oméwie wiele algorytméw rekurencyjnych. Sporo z nich bedzie
wykorzystywalo strukture drzewiasty lub nawroty, ktére réwniez prowadza do
rekurencji.

Tworzenie algorytmow rekurencyjnych

Mam nadzieje, ze ten rozdzial dal Ci pewne wyobrazenie o tym, jak funkcje reku-
rencyjne wypadajg w poréwnaniu z algorytmami iteracyjnymi, ktére prawdopo-
dobnie znasz o wiele lepiej. W dalszej czesci ksiazki zaglebimy sie w szczegoty
réznych algorytméw rekurencyjnych. Byé moze zastanawiasz sie, jak utworzyé
swoja wlasng funkcje rekurencyjna.

Pierwszym krokiem jest zawsze zidentyfikowanie przypadku rekurencyjnego
i przypadku bazowego. Mozesz zastosowaé podejscie odgérne polegajace na po-
dziale problemu na podproblemy podobne do problemu pierwotnego, ale od niego
mniejsze. Podziat ten odpowiada przypadkowi rekurencyjnemu. Nastepnie za-
stan6w sie, kiedy podproblemy s wystarczajaco male, aby rozwigzaé je w sposéb
trywialny. Taki podproblem to przypadek bazowy. Twoja funkcja rekurencyjna
moze mie¢ wiecej niz jeden przypadek rekurencyjny lub wiecej niz jeden przy-
padek bazowy, ale wszystkie funkcje rekurencyjne zawsze muszg mieé co naj-
mniej jeden przypadek rekurencyjny i co najmniej jeden przypadek bazowy.

Przyktadem takiego algorytmu jest rekurencyjny algorytm wyznaczania wy-
razéw ciggu Fibonacciego. Liczba Fibonacciego jest sumg dwéch poprzednich
liczb Fibonacciego. Problem znalezienia n-tej liczby Fibonacciego mozna rozbié¢
na dwa podproblemy znalezienia dwéch mniejszych liczb Fibonacciego. Wiemy,
ze pierwsze dwie liczby Fibonacciego to 1, a zatem mamy przypadki bazowe od-
powiadajace wystarczajaco matym podproblemom.
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Czasami pomocne jest przyjecie podejscia oddolnego i rozwazenie przypadku
bazowego, a nastepnie zaobserwowanie, jak konstruowane i rozwigzywane sg na
jego podstawie coraz to wicksze problemy. Przykladem jest rekurencyjny algo-
rytm wyznaczania silni. 1! to 1. Jest to to przypadek bazowy. Nastepna silnia to 2!,
ktorg wyznacza sie poprzez pomnozenie 1! przez 2. Kolejna silnia, czyli 3!, jest
wyznaczana przez pomnozenie 2! i 3 i tak dalej. Na podstawie tego ogélnego
wzorca mozemy wyznaczy¢ przypadek rekurencyjny tworzonego algorytmu.

Podsumowanie

W tym rozdziale oméwilem obliczanie silni i wyznaczanie ciaggu Fibonacciego
— dwa klasyczne problemy programowania rekurencyjnego. Opisalem zar6wno
iteracyjne, jak i rekurencyjne rozwigzania tych probleméw. Pomimo tego, Ze sa
to klasyczne przyktady rekurencji, zwigzane z nimi algorytmy rekurencyjne maja
powazne wady. Rekurencyjna implementacja silni moze powodowaé przepelnie-
nie stosu, podczas gdy rekurencyjna funkcja Fibonacciego wykonuje tak wiele
zbednych obliczen, ze jest zbyt wolna, aby mie¢ jakies$ praktyczne zastosowanie.

W tym rozdziale wyjasnilem tez, jak przeksztalci¢ algorytm rekurencyjny w ite-
racyjny i odwrotnie. Algorytmy iteracyjne wykorzystuja petle, a kazdy algorytm
rekurencyjny moze by¢ wykonany iteracyjnie przy uzyciu petli i stosu. Rekuren-
cja jest czesto zbyt skomplikowanym rozwigzaniem, ale technika ta sprawdza sie
szczegolnie dobrze w problemach, ktére majg strukture drzewiasta i wykorzy-
stuja nawroty.

Pisanie funkcji rekurencyjnych to umiejetnosé, ktérej rozw6j wymaga prak-
tyki i doswiadczenia. W dalszej czescei tej ksigzki oméwie kilka dobrze znanych
przyktadéw rekurencji oraz przedstawie ich mocne i stabe strony.

Materiaty dodatkowe

Wiecej informacji na temat r6znic pomiedzy podej$ciami iteracyjnym i rekuren-
cyjnym znajdziesz w filmie Programming Loops vs. Recursion z kanalu Compu-
terphile w serwisie YouTube (hitps://youtu.be/HXNhEYqF00o0). Jesli chcesz po-
réwnywaé wydajnosé funkcji iteracyjnych i rekurencyjnych, musisz nauczy¢ sie
korzysta¢ z profilera. Profilery Pythona sa opisane w rozdziale 13. mojej ksiazki
Programowanie w Pythonie dla srednio zaawansowanych. Najlepsze praktyki two-
rzenia czystego kodu (Helion, Gliwice 2021). Rozdzial ten (w jezyku angielskim)
znajdziesz réwniez na stronie hittps://inventwithpython.com/beyond/chapter13.html.

Profilery oméwiono tez w oficjalnej dokumentacji Pythona (https://docs.python.org/
3/library/profile.html). Dostepny w Firefoksie profiler jezyka JavaScript jest opisany
na stronie internetowej Mozilli (https://profiler.firefox.com/docs/#/). Inne prze-
gladarki zawierajg profilery podobne do tego z Firefoksa.
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Pytania praktyczne
Sprawdz swoja wiedze, odpowiadajac na ponizsze pytania:
1. Co to jest 4! (cztery silnia)?
2. Jak wykorzystaé silnie z (n — 1) w obliczeniach silni z n?
3. Jaka jest najwicksza stabosé rekurencyjnej implementacji silni?
4. Wymien pierwsze pie¢ wyrazéw ciagu Fibonacciego.
5. Jakie dwie liczby nalezy do siebie dodaé, aby otrzymaé n-tg liczbe
Fibonacciego?
6. Jaka jest najwicksza stabo$¢ rekurencyjnej implementacji algorytmu
wyznaczania ciggu Fibonacciego?
7. Z czego zawsze korzysta algorytm iteracyjny?
8. Czy zawsze mozna przeksztalci¢ algorytm iteracyjny w rekurencyjny?
9. Czy zawsze mozna przeksztalci¢ algorytm rekurencyjny w iteracyjny?
10. Jakie dwa elementy sg wymagane do wykonania algorytmu rekurencyjnego
w sposéb iteracyjny?
11. Jakie trzy cechy charakteryzuja problemy, ktére warto rozwigzaé
rekurencyjnie?

12. Kiedy nalezy rozwiaza¢ problem programistyczny za pomoca rekurencji?

Zadania

W ramach éwiczen utwérz funkeje rozwigzujace ponizsze zadania:

1. Oblicz w spos6b iteracyjny sume liczb catkowitych od 1 do n. Algorytm
bedzie podobny do tego z funkcji factorial() z tg r6znica, ze w tym
przypadku zamiast mnozenia nalezy wykona¢ dodawanie. Na przyktad
sumSeries (1) powinno zwracaé 1, sumSeries (2) powinno zwraca¢ 3 (czyli
1 + 2), sumSeries(3) powinno zwracac 6 (czyli 1 + 2 + 3) i tak dale;j.
Utworzona przez Ciebie funkcja powinna korzysta¢ z petli, a nie
z rekurencji. Po wiecej wskazéwek zajrzyj do pliku factorial ByIteration.py
z tego rozdziatu.

2. Przeksztal¢ funkcje sumSeries() w funkcje rekurencyjna, ktéra zamiast
z petli korzysta z wywotan rekurencyjnych. Po wiecej wskazéwek zajrzyj
do pliku factorial ByRecursion.py z tego rozdziatu.

3. Utworz funkcje sumPowers0f2 (), ktéra oblicza iteracyjnie sume pierwszych
n poteg liczby 2. Potegi dwojki to 2, 4, 8, 16, 32 itd. W Pythonie wartosci
te mozna obliczyé jako 2 ** 1,2 ** 2,2 ** 3 2 *x 4 2%* 5itd,
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W JavaScripcie mozesz je uzyskaé z wywolan Math.pow(2, 1),
Math.pow(2, 2) itd. Wywolanie sumPowers0f2(1) powinno zwracaé 2,
sumPowers0f2(2) powinno zwracaé 6 (czyli 2 + 4), a sumPowers0f2(3)
powinno zwracaé 14 (czyli 2 + 4 + 8) itd.

4. Przeksztalé funkcje sumPowers0f2 () w funkeje rekurencyjna. Funkcja ta
powinna korzystaé z wywotan funkcji rekurencyjnych zamiast z petli.
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Notatki
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