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2

Abstrakcja

Przeglad abstrakcyjnej strony matematyki, ktéry ma przygotowac Twdj umyst na poznanie teorii
kategorii. Istotne jest, aby nie traktowac matematyki w powszechny, wgski sposéb jako nauki
o liczbach, réwnaniach i rozwigzywaniu problemow. W tym rozdziale nadal nie bedzie zbyt wiele
formalizmow.

2.1. Czym jest matematyka?

W poprzednim rozdziale nazwatam teori¢ kategorii ,,matematyka matematyki”. Powin-
nam wiec zaczaé od doktadniejszego opisania tego, w jaki sposob mysle o matematyce.
Jesli spojrzymy na definicje matematyki w zbyt waski sposéb, to wyrazenie ,,matematyka
matematyki” nie bedzie miato zadnego sensu.

Matematyka to nie tylko nauka o liczbach i réwnaniach i nie polega ona wylacznie na
rozwigzywaniu probleméw. Sa to wprawdzie elementy matematyki, na ktére czesto kla-
dzie si¢ nacisk w szkofach i podczas nauczania matematyki niematematykéw. Nauczanie
matematyki w szkotach zwykle zaczyna sie od liczb i arytmetyki, nastepnie przechodzi
sie do rownan, a potem zajmuje sie takimi rzeczami jak trygonometria i wybrane zagad-
nienia geometrii. Trygonometria i geometria tak naprawde nie dotycza liczb, ale ksztattow.
Niemniej w trakcie ich studiowania pojawia si¢ wiele liczb i kwestie takie jak obliczanie
katéw i dtugosci opisywane sg wilasnie za pomoca liczb.

Matematyka stosowana wymaga rozwigzywania wielu probleméw za pomoca liczb
i réwnah. Zwykle przedmiotem jej zainteresowania sg jakie$ mierzalne w liczbach wartosci
i zwigzane z nimi réwnania, a celem jest obliczenie warto$ci nieznanych parametréw na
podstawie tych, ktore da sie zmierzy¢.

Jest to najbardziej widoczny i oczywisty sposb wykorzystania matematyki, wiec nie
winie nikogo za mySlenie, ze jest to jedyny sposob jej uprawiania. Pod hastem ,,matema-
tyka” kryje si¢ jednak co$ wiecej, a mianowicie rowniez teoria dziatania tych rzeczy. Dzieki
tej teorii mozemy upewnic sie, ze liczby i rownania dziataja, teoria ta pozwala je udosko-
nala¢ i opracowywac ich nowe wersje, ktore poradzg sobie z bardziej ztozonymi i pelnymi
niuansOw sytuacjami. Teoria jest jak fundamenty — wprawdzie ich nie widaé, ale nie da
sie bez nich postawi¢ domu.

Kazda dyscyplina naukowa zapewnia jakis sposob dotarcia do jej prawd. W kazdej z nich
poszukuje sie okreslonego rodzaju prawdy i opracowuje metody lub ramy, w oparciu o ktére
decyduje sie o tym, co bedzie uwazane za prawdziwe. MySle, ze w dobie nadmiaru infor-
macji (a wlasciwie nadmiaru wszystkiego) zrozumienie tych metod i ram jest o wiele waz-
niejsze niz poznanie samych prawd. Wazne, aby wiedzieé, jak zdecydowaé, co nalezy uznac

32
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za prawde, czyli jak stworzy¢ dobre fundamenty, na ktérych mozna oprze¢ nasze zrozu-
mienie. Mocno wierze, ze zrozumienie tych proceséw i ram jest tym elementem studiowa-
nia dowolnej dziedziny, w tym i matematyki, ktéry najtatwiej przenosi si¢ na inne obszary.

2.2. Logika i abstrakcja — blizniacze dyscypliny

Ramy matematyki zawieraja dwie blizniacze dyscypliny: logike i abstrakcje. Ich wykorzy-
stanie nie jest unikalng cechg matematyki, ale uwazam ja za mniej lub bardziej zdefinio-
wana poprzez ich polaczenie.

Powiedzialabym, ze logikg postuguje sie rowniez filozofia, ale ona stosuje jg do znajdo-
wania odpowiedzi na rzeczywiste pytania o do§wiadczenia zyciowe. Sztuka postuguje sie
abstrakcja, ale nie tworzy jej w oparciu o logike. Matematyka faczy w sobie logike i abs-
trakcje. W matematyce wykorzystujemy logike do budowania rygorystycznych argumen-
tow, a za pomocg abstrakcji gwarantujemy, ze dziatamy w §wiecie, w ktérym da sie pro-
wadzié rygorystyczne rozumowania logiczne.

Moze to sprawiac wrazenie, ze za pomocg matematyki nigdy nie mozemy méwié o ,,rze-
czywistym” (a raczej konkretnym') §wiecie, poniewaz zawsze dzialamy w abstrakcji. Cho-
ciaz jest to w pewnym sensie prawda, wlasno$¢ ta ma réwniez charakter redukcyjny.
Abstrakgje to aspekty konkretnego $wiata lub widoki przedstawiajace go z okreslonego
punktu widzenia. Chociaz nigdy nie pozwola nam one uzyskaé petnego wyjasnienia, pozwa-
lajg nam uzyskac pelne zrozumienie poszczegblnych jego aspektow. Dopoki mamy jasno$é,
ze kazda z abstrakgiji jest jedynie czeSciowym widokiem, mozemy w elastyczny sposob
poruszaé sie miedzy roznymi widokami, aby uzyska¢ doktadniejszy obraz.

Istnieje subtelna réznica miedzy tym podejéciem a bezpo$rednim badaniem konkret-
nego $wiata. W podejsciu bezpo$rednim zazwyczaj uzyskujemy jedynie czeSciowe zrozu-
mienie, poniewaz konkretny $§wiat jest zbyt chaotyczny, aby dalo sie go opisac za pomoca
logiki. R6znice te pokazano na ponizszym diagramie.

»Matematyka konkretna” Matematyka abstrakcyjna
Bezposrednie Posrednie
wykorzystanie matematyki wykorzystanie matematyki
do badania $wiata do badania swiata
Petniejszy obraz konkretnego $wiata Czesciowy obraz konkretnego $wiata
Czesciowe zrozumienie Petniejsze zrozumienie

A zatem matematyka abstrakcyjna nadal bada $wiat, tyle ze w mniej bezposredni spo-
s6b. Jej punktem wyjscia jest abstrakcja, a punktem wyjScia abstrakgji jest zapomnienie
o pewnych szczegotach opisywanej przez nig sytuacji.

! Céz moze znaczy¢, ze cos jest rzeczywiste?
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2.3. Zapominanie szczeg6low

Abstrahowanie polega na zagltebieniu sie w sytuacje w celu ustalenia, co lezy u jej podstaw.
Innym sposobem myslenia o abstrakgji jest traktowanie jej jako procesu pomijania nie-
istotnych szczeg6téw lub procesu usuwania szczeg6toéw, ktore sa nieistotne w stosunku
do tego, o czym teraz mySlimy. Choé szczegdly te mogg mieé znaczenie dla innych kwe-
stii, po prostu uznajemy, ze na razie nie musimy si¢ nimi martwié. Co najwazniejsze, szcze-
g6ty nalezy pomijaé w ostrozny i kontrolowany sposob, a nie bezmySlnie je ignorowaé
z lenistwa lub z checi skierowania argumentacji w okreSlonym kierunku.

Jesli kto§ méwi, ze ,,kobiety s3 gorsze z matematyki od mezczyzn”, to pomija istotne
szczegOly i wprowadza dwuznacznodci lub celowo wykorzystuje dane w mylgcy sposéb.
To oburzajace stwierdzenie zawiera w pewnym sensie ziarno prawdy — obecnie na uczel-
niach na stanowiskach profesoréw matematyki zatrudnionych jest mniej kobiet niz mez-
czyzn, ale nie oznacza to, ze istniejg jakiekolwiek dowody na to, ze kobiety sg z natury
gorszymi matematykami niz mezczyZni. Jest to pedantycznie poprawne wyrazenie faktu,
ze obecnie kobiety radza sobie w dyscyplinie matematyki gorzej niz mezczyzni’.

Natomiast jesli zaobserwujemy, ze jedno jabtko plus drugie jabtko daje dwa jabtka
i ze jeden banan plus drugi banan to dwa banany, i powiemy, ze jedna rzecz w polaczeniu
z inng daje dwie rzeczy, to szczegOly zwigzane z jabtoniami i bananowcami zostajg zigno-
rowane i stajg si¢ naprawde nieistotne w kontekscie koncepcji, ze jedna rzecz plus druga
rzecz daje dwie rzeczy. Jest to abstrakcja i w ten sposéb powstajg liczby. Liczby to jedno
z pierwszych pojeé abstrakcyjnych, z jakimi sie spotykamy, cho¢ nie zawsze myslimy o licz-
bach jako o abstrakgji. To dobrze, poniewaz pokazuje to, ze poznajac liczby, podnieslismy
podstawowy poziom abstrakgji, z ktérym czujemy sie komfortowo w naszych gtowach.
To tak jak z faktem, ze na poczatku rzeczy moga wydawac sie trudne, ale p6Zniej wydaja sie
tak fatwe, Ze stajg sie druga naturg. To wszystko jest znakiem, ze poczyniliSmy postepy.

2.4. Zalety i wady

Zanim przejde do szczegbléw tego, jak przeprowadzamy abstrakcje, chce napisaé kilka
stéw o jej wadach i zaletach. Choé kuszace moze byé wspomnienie jedynie o korzySciach,
moze to przynie$é efekt odwrotny do zamierzonego, jesli inni ludzie zobaczg wady i pomy-
§la, ze jestes nieuczciwy lub celowo wprowadzasz ich w btagd. Uwazam, ze warto zapoznad
sie z wadami i zaletami robienia czego$, a nastepnie odpowiednio je wywazy¢. Bardzo
rzadko co$ ma wylacznie pozytywne lub negatywne strony.

Wedtug mnie najwicksza zaletg abstrakgji jest mozliwos¢ sprowadzenia wielu réznych
sytuacji do pewnej klasy przyktadéw. Pozwala nam to stosowaé pozyskane wnioski w roz-
nych sytuacjach i tym samym zwieksza efektywno$¢ naszych proceséw myslowych, pozwa-
lajac nam bada¢ wiele rzeczy naraz. Swiat jest skomplikowanym miejscem i aby méc go
zrozumie¢ za pomocg naszych biednych i matych m6zgéw, musimy go uproscié. Jednym
z popularnych sposobdéw upraszczania jest ignorowanie pewnych szczegdétéw. Moim

2 W The Art of Logic pisatam o tym, ze pedanteria to precyzja pozbawiona §wiatta. W tym przy-
padku jest jeszcze gorzej: to precyzja z aktywnym zaciemnianiem.
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zdaniem jest to dos$¢ niebezpieczny sposob upraszczania. Innym jest tworzenie polaczen
pomiedzy pewnymi szczegdtami, dzieki ktérym nasz mozg jest w stanie poradzié sobie
z wieksza liczbg rzeczy jednoczes$nie. Mysle, ze to lepszy sposéb. Najlepszym sposobem
jest zwiekszenie naszej inteligencji, dzieki czemu $wiat stanie sie prostszy w stosunku do
poziomu naszych mézgdw.

Tyle o zaletach; czas na wady. Po pierwsze abstrahowanie wymaga pewnego wysitku,
ale wydaje mi sie, ze wysitek ten nalezy wlozy¢ na poczatku, a pdzniej mozna juz tylko czer-
paé z niego korzysci. Uwazam, ze to inwestycja, a dodatkowy wysitek na wczesnych eta-
pach oznacza, ze pdZniej mozemy zrozumieé wiecej rzeczy kosztem mniejszego wysitku.

Kolejng wadg jest to, ze tracimy szczegdly. Oznacza to po prostu, ze nie powinniSmy
pozostawal wylgcznie w $wiecie abstrakcji. Zawsze musimy pamietad, ze w pewnym momen-
cie bedziemy musieli zajaé sie pewnymi szczeg6étami. Tymczasowa utrata szczegdtow jest
wazng cze$cig znajdowania powigzan pomiedzy sytuacjami, a zatem wydaje mi sie, ze
wynik tego procesu jest pozytywny.

Kolejng wada jest to, ze abstrahowanie oddala nas od normalnego, codziennego §wiata,
do ktérego jesteSmy przyzwyczajeni. Moze to by¢é nieco przerazajace, poniewaz mozemy
odnosi¢ wrazenie, ze nie stgpamy juz po ziemi. Moze to by¢ przerazajace réwniez dlatego,
ze nie mozemy dotykaé, czué ani widzieé rzeczy i nie mozemy juz opieraé sie na naszej
zyciowej intuicji. Intuicja sama w sobie jest jednak mieczem obosiecznym?®. Czy to w mate-
matyce, czy w zyciu intuicja zardwno nam pomaga, jak i przeszkadza. Pomaga w sytua-
gjach, w ktorych nie mamy wystarczajacej ilosci informacji lub czasu, aby postugiwac sie
logika. Intuicja pomaga nam w oparciu o nasze doSwiadczenia, ktére jednak réwnocze-
$nie nas ograniczaja. Jesli postuzysz sie nig zamiast logiki, moze Ci¢ ona wyprowadzi¢ na
manowce. Na przyktad, gdy poznaje sie nowg osobe, nieuniknione jest posiadanie jakiego$
przeczucia na jej temat. Btedem jest natomiast kurczowe trzymanie sie tego przeczucia,
ktore zastepuje reakcje na cechy charakteru poznawanej osoby, zwlaszcza gdy nasz pierwotny
instynkt jest wypaczony przez jakie§ ukryte uprzedzenia, a (z definicji) jest tak zawsze.

Tak samo w matematyce posiadanie intuicji co do réznych rzeczy nie jest niczym ztym.
W rzeczywistosci wiele badan w tej dziedzinie rozpoczyna sie od przejawu instynktu w glo-
wie jakiego$ matematyka. Kluczem jest jednak zbadanie tej koncepcji za pomocg logiki
i niepoleganie zbytnio na intuicji.

Jedna z kluczowych kwestii jest to, zZe argumentowanie w oparciu o rygorystyczng logike
matematyczng moze zaprowadzi¢ nas znacznie dalej, niz zaprowadzitaby nas intuicja.
Rozumowanie logiczne moze nas zabra¢ w miejsca, co do ktérych nie mamy zadnych
intuicji, takie jak przestrzenie nieskoficzenie wymiarowe lub Swiaty liczb, ktére nie majg
konkretnej interpretacji w zyciu codziennym. Na przyktad jednym z celéw rachunku r6z-
niczkowego jest zrozumienie, co powoduje powstawanie interesujacych cech na wykresach
funkgji, takich jak przerwy, piki i miejsca, w ktérych krzywa zmienia kierunek. Dzieki
rachunkowi rézniczkowemu mozemy szukac tych cech, nawet jesli sam wykres jest zbyt
skomplikowany do narysowania (a wiec nie da sie tego zrobié w wizualny sposéb).

Jednym z mozliwych zarzutéw wobec tej ,,zalety” jest to, ze mozesz uwazaé, ze nigdy
nie znajdziesz sie¢ w miejscu, w ktérym nie obowigzuje Twoja intuicja. Moze to by¢ prawda,

3 Zawsze uwazalam te metafore za nieco dziwng, poniewaz nie wydaje mi sie, aby dwa ostrza
takiego miecza dziataly przeciwko sobie.
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ale éwiczenie swojego umystu w takich obszarach nadal moze poméc Ci rozwina¢ swoja
intuicje. Jestem przekonana, ze lata ¢éwiczenia umystu w ten abstrakcyjny sposéb umozli-
wily mi jasniejsze mySlenie o otaczajacym mnie $wiecie i fatwiejsze tworzenie powigzan
miedzy sytuacjami, ktore dla innych oséb nie wigzg sie ze sobg w zaden sposéb. Czesto
gdy prezentuje abstrakcyjne wyjasnienia argumentéw dotyczacych kwestii spotecznych,
takich jak molestowanie seksualne, seksizm, rasizm, przywileje, brak réwnowagi sit itd.,
ludzie pytaja mnie, jak na nie wpadtam. Odpowiadam, ze dzieki temu, ze poSwiecitam
cale zycie na ¢wiczenie abstrakcyjnego matematycznego mysSlenia, rzeczy te przychodza
mi catkiem gladko. Dobrze jest éwiczy¢ tak, aby by¢ w stanie zrobic wiecej, niz uwaza sie,
ze bedzie si¢ kiedykolwiek potrzebowato. Dzieki temu rzeczy, ktére musisz zrobié, stang
sie tatwiejsze.

Ostatnig zaletg jest to, ze abstrahowanie moze by¢ zabawne. W tych trudnych czasach
che¢ zabawy moze wydawac sie nieco niepowazna, ale skupianie sie jedynie na uzytecz-
noSci brzmi strasznie nudno. Moim zdaniem usuwanie zewnetrznych warstw jakiej$ sytu-
acji i odnajdywanie jej sedna jest bardzo satysfakcjonujace. Odpowiada to mojej posta-
wie, ktéra zazwyczaj polega na tym, ze nie interesuje mnie to, co widoczne na pierwszy
rzut oka, tylko to, co dzieje sie w sercu rzeczy, gleboko w sobie, daleko pod powierzchnig.
Abstrahowanie samo w sobie naprawde sprawia mi wielkg rados¢.

2.5. Przekladanie analogii na rzeczywistosé

Abstrakcja powstaje na skutek dostrzezenia analogii miedzy réznymi sytuacjami. Jest to
szczegOlna forma zapominania o szczeg6tach polegajaca na znajdowaniu powigzan mie-
dzy réznymi sytuacjami, a nie na arbitralnym ignorowaniu szczeg6tow.

Jesli méwimy, ze jedna sytuacja jest ,analogiczna” do drugiej, to mamy na mysli to, ze
jesli w kazdej z tych sytuacji pominiemy pewne powierzchniowe szczegdty, to w rzeczy-
wistoSci obie sytuacje beda takie same. W odrdznieniu od normalnego zycia w matema-
tyce nie méwimy jedynie, ze sytuacje s3 ,analogiczne”, ale dodatkowo bardzo precyzyjnie
okreslamy, ktore cechy s jednakowe w obu sytuacjach i powoduja, ze pomiedzy nimi
zachodzi analogia. Cze$¢ z kwestii przedstawionych ponizej poruszytam réwniez w ksigzce
The Art of Logic.

Jesli pomyslimy o dwoch jabtkach i dwdch bananach, mozemy uznaé je za analogiczne,
poniewaz oba sg przykladami dwoch rzeczy. Mozemy je réwniez uznac za analogiczne,
poniewaz oba sa przyktadami dwoch owocéw. Zadne z nich nie jest ,,dobre” ani ,zte”,
zadne nie jest tez ,,lepsze” ani ,gorsze”. Mozemy jednak powiedzieé, ze ,,dwie rzeczy” to
wyzszy poziom abstrakgji niz ,,dwa owoce”, poniewaz w pierwszym okresleniu pomijamy
wiecej szczegdtow dotyczacych obserwowanej sytuacji; i odwrotnie, powiedzenie ,,dwa
owoce” jest mniej abstrakcyjne i zbliza nas do rzeczywistego stanu rzeczy.

Bardziej abstrakcyjna wersja oddala nas od ,,rzeczywistosci” (czymkolwiek ona jest),
a jedna z gtéwnych jej zalet jest to, ze pozwala ona na uwzglednienie w naszej analogii
bardziej odleglych przyktadéw. W tej sytuacji oznacza to, ze moglibySmy uwzglednic¢ w niej
dwa krzesta, dwie matpy lub dwie planety.

Abstrahowanie przypomina w pewnym sensie glebsze przygladanie si¢ danej sytu-
acji, ale jest to réwniez cofniecie sie o krok i spojrzenie na szersza perspektywe zamiast
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skupiania sie na szczegdtach. Fakt, ze mozemy znaleZé r6zne abstrakcje tej samej rzeczy,
sugeruje pewng dwuznaczno$é, ale w rzeczywistosci jest to kluczowa cecha abstrakgji.
Za pomocne uwazam rysowanie diagramoéw na réznych poziomach abstrakeji.

Oto diagram pokazujacy analogie pomiedzy dwoma jabtkami 2rzeczy

i dwoma bananami wynikajgcg z tego, ze oba te byty s3 owo- /

cami. Jesli przejdziemy dalej do poziomu dwoch rzeczy, to 2 owoce

za pomocg naszej abstrakcji mozemy opisaé rowniez dwa / \

krzesta. 2jabtka 2 banany 2 krzesta

W matematyce kluczowe jest to, ze nie méwimy po prostu, ze rzeczy s3 analogiczne,
ale precyzyjnie okreslamy poziom analogii, a nastepnie idziemy o krok dalej i traktujemy
go jako przedmiot sam w sobie oraz prowadzimy na nim badania. W ten sposéb wkraczamy
do $wiata abstrakgji i to wiasnie w tych abstrakcyjnych $wiatach ,uprawiamy” matema-
tyke. W powyzszym przykladzie jest to poziom ,,dwoch rzeczy”, czyli $wiat liczb.

Réznica pomiedzy okreSleniem przyczyny analogii a jedynie stwierdzeniem, ze rzeczy
s3 wzgledem siebie analogiczne, przypomina r6znice miedzy powiedzeniem komus, ze przez
pole przechodzi Sciezka, a faktycznym wskazaniem, gdzie sie ona znajduje. Pamigtam, jak
w dziecifistwie bratam udziat w wycieczkach po wzgérzach South Downs w potudniowo-
-wschodniej Anglii. Wchodziliémy na pola po przetazach®, a mate drewniane drogowskazy
informowat nas, ze na polu znajduje sie Sciezka. Tak naprawde nie mowity one, gdzie
doktadnie sie ona znajduje. Z tego powodu zazwyczaj po dotarciu do drugiego kofica
pola nie trafialiSémy na kolejny przetaz, poniewaz po drodze prawie zawsze zbaczaliSmy
z rzekomej ,,$ciezki”.

Okreslenie struktury, a nie tylko zauwazenie jej istnienia to koncepcja, do ktérej powrdce
w dalszej czesci ksigzki, gdy zajmiemy sie bardziej subtelnymi aspektami teorii kategorii.
Na razie najwazniejsze jest to, ze uszczegélowienie pewnych kwestii pomaga nam rozwiac
pewne niejasnoSci, zwlaszcza ze zawsze istnieje mozliwos$¢ stworzenia wiecej niz jedne;j
abstrakgji danej sytuacji.

2.6. Rozne abstrakcje tej samej rzeczy

To, ze moga istnie¢ rézne abstrakcje tej samej rzeczy, moze wydawac sie nieco mylace,
ale w pewnym sensie o to wiasnie chodzi. Abstrahowanie nie jest dobrze zdefiniowanym
procesem, co oznacza, ze moze dawac rézne wyniki w zaleznosci od tego, jak sie je prze-
prowadzi. (W matematyce ,,dobrze zdefiniowany” oznacza ,jednoznacznie okreslony”; nie
oznacza to jedynie, ze kto$ stworzyt dobra definicje). W zyciu codziennym jest to przy-
czyna wielu sporéw, poniewaz uznanie, ze cos jest ,analogiczne” do czego$ innego, pozo-
stawia niejasnosci co do tego, o jakim poziomie méwimy. Kto$ inny prawdopodobnie
zmiazdzy Twojg argumentacje lub powie, ze ,,to nie to samo, poniewaz...”, a nastepnie

* Przetaz (ang. stile) to rodzaj tradycyjnego drewnianego stopnia umozliwiajacy ludziom przecho-
dzenie przez plot ograniczajacy pole w spos6b uniemozliwiajacy uwolnienie znajdujacych sie na
nim zwierzat gospodarskich. Przetazy wystepujg do$é powszechnie w Wielkiej Brytanii, na terenie
ktorej czesto obowigzujg ,,prawa do swobodnego przejscia”, ktore dajg spoteczefistwu prawo do
poruszania sie po polach.
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wskaze Ci, w jaki sposdb te dwie rzeczy sie od siebie réznig, lub powie: ,,No c6z, to tak,
jakby powiedzied, ze...”, a nastepnie odwola sie do jakiego$ absurdalnego poziomu abstrak-
gji i posrednio oskarzy Cie, ze operujesz wlasnie na nim. W poprzednim przykfadzie w pierw-
szym przypadku kto§ mégtby powiedzieé, ze ,,dwa jabtka to nie to samo co dwa banany,
bo przeciez nie mozna zje$¢ skorki od banana”. W drugim przypadku kto§ moze powie-
dzieé: ,,No cOz, jesli myslisz, ze dwa jablka sg takie same jak dwa krzesta, to najwyraZnie;j
nigdy nie probowates siedzie¢ na jabtku!”

Oto znacznie mniej trywialny przyktad. W 2018 roku w Kolorado toczyt sie proces
dotyczacy chrzeScijafiskich piekarzy, ktorzy odmoéwili przygotowania tortu na wesele 0s6b
tej samej plci. Widziatam w sieci, Ze pewna osoba probowata argumentowad, ze twierdze-
nie, ze chrzeScijanie powinni upiec tort na §lub osé6b tej samej plci, to tak, jakby twier-
dzi¢, ze Zydzi powinni upiec ciasto na §lub nazistéw. Mam gleboka nadzieje, ze Twoja
instynktowna reakcja brzmiata: ,,To nie to samo!”. Niemniej uwazam umiejetnos$¢ uzna-
nia sensu, w jakim te rzeczy sa analogiczne, za wazng, nawet jesli sens ten nas obrzydza.
Naprawde uwazam, ze zwykla riposta w stylu ,,To nie to samo” bedzie nieskuteczna,
a lepsze rezultaty da zastosowanie bardziej ostroznej logiki. Oto poziom abstrakgji, ktory
faktycznie prowadzi do tej analogii, oraz inny poziom, ktéry pozwala rozr6znié te dwa
wnioski:

Osoby, ktére musza upiec tort
dla oséb, z ktérymi sie nie zgadzaja

Osoby, ktére musza upiec tort
dla 0séb nalezacych do grupy, ktéra
popetnita ludobdjstwo na grupie,
do ktérej nalezy przygotowujacy tort

\

Chrzescijanie, ktorzy Zydzi, ktérzy
muszg upiec tort na $lub muszg upiec tort
0s0b tej samej plci na $lub nazistow

M6j wspanialy promotor, Martin Hyland, nauczy! mnie, ze gdy zajmujesz si¢ matema-
tyka abstrakcyjna, celem nie jest znalezienie mozliwie najwyzszego poziomu abstrakeiji,
ale znalezienie poziomu wystarczajacego do tego, co probujesz osiggnaé. Mozna powie-
dzieé, ze chcemy znalezé ,,wlasciwego cztowieka na wtasciwe miejsce™. Martin zaszcze-
pit we mnie réwniez zwyczaj rozpoczynania zdan stowami W pewnym sensie...”. Mate-
matyka nie zajmuje si¢ dobrem i zlem ani prawdg absolutng. Chodzi o rézne konteksty,
w ktérych rozne rzeczy mogg byé prawdziwe, i o rozne sensy, w ktorych rdézne rzeczy
moga by¢ wazne. W matematyce abstrahowanie polega na precyzyjnym okreSleniu, o jaki
sens nam chodzi. Dzieki temu mozemy skuteczniej zbadaé, co powoduje powstawanie
okreslonych wynikéw, zamiast prowadzic¢ dzielgce nas spory, i to niezaleznie od tego,
czy dotyczg one abstrakeyjnych teorii, czy homofobicznych piekarzy.

Ostatecznie zapominajac o wszystkich szczegotach, zawsze moglibySmy uczynié wszystko
doktadnie tym samym. Na przyktad, gdy zdejme okulary, wszystko wyglada réwnie

5 Albo i nie, jesli kto$ nigdy nie styszal tego powiedzenia.
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niewyraznie. Robimy tak réwniez w Zyciu: czasami kuszace jest stwierdzenie, ze wszyscy
jesteSmy ludZmi, wiec tak naprawde wszyscy jesteSmy tacy sami. Choé w stwierdzeniu tym
stychaé wspaniatego jednoczacego ducha, neguje ono walke réznych ludzi z uciskiem,
uprzedzeniami, bieda, chorobami i wieloma innymi rzeczami. Istnieje réwniez odwrotna
tendencja polegajaca na podziale ludzkosci na bardzo wiele réznych tozsamosci i ich
kombinaciji, ktére podkreslajg nasze wyjatkowe do§wiadczenia. Popadanie w kt6ragkol-
wiek z tych skrajnosci prawdopodobnie nie bedzie pomocne. Pomocna bedzie mozliwo$¢
zobaczenia wszystkich poziomow i zachowania wystarczajacej elastycznosci, aby méc
poruszaé si¢ miedzy nimi i wyciagaé wnioski na réznych stopniach szczegbélowosci.

. Do przemyslenia

2.1. W jakich sensach dodawanie i mnozenie sg ,,tym samym”, a w jakich ,,r6znig sie” od siebie?
| € J

) ]

Zar6wno dodawanie, jak i mnozenie s3 operacjami dwuargumentowymi: przyjmujg
dwie dane wejSciowe i zwracajg jedng odpowiedz. Na poczatkowym etapie poznawania
matematyki s3 to operacje wykonywane na dwoch liczbach, ale w miare przechodzenia
na inne poziomy abstrakcji mozliwe jest zdefiniowane dodawania i mnozenia réwniez na
innych typach obiektéw matematycznych.

Jako operacje dwuargumentowe mnozenie i dodawanie wspé6ldziela pewne cechy,
w tym to, ze kolejno$¢ liczb, na ktérych wykonywane sg operacje, nie ma znaczenia (nazy-
wamy to przemiennoscig), tak samo jak kolejno$¢ wykonywania tych operacji w sekwencji
(jest to tak zwana tacznos$¢). Pomimo tych cech dodawanie i mnozenie dziatajg w rézny
sposéb. Na przyklad efekty dodawania mozemy zawsze ,,cofngé” za pomocg odejmowa-
nia, natomiast efekty mnozenia nie zawsze da sie ,,cofng¢” za pomocg dzielenia — za
pomoca dzielenia nie da sie cofnaé efektéw mnozenia przez 0. Czasami uwaza sie, ze
po prostu ,,nie mozna dzieli¢ przez 07, ale w dalszej czesci ksiazki przedstawie Ci lepsze
i bardziej abstrakcyjne wyjasnienie tego problemu.

2.7. Abstrakcyjna podroz przez poziomy matematyki

W miare rozwoju matematyki jej aspekty stajg sie coraz bardziej abstrakcyjne. Podczas
przechodzenia przez kolejne poziomy abstrakcji mozemy zauwazy¢ pewna progresje,
kt6éra mozna przedstawic za pomocg nastepujacych krokdw:

1. Dostrzezenie analogii pomiedzy réznymi rzeczami.

2. Ustalenie, co naszym zdaniem powoduje te analogie.

3. Uznanie tej rzeczy za nowa, bardziej abstrakcyjng koncepcje samg w sobie.

4. Oswojenie sie z nowymi abstrakcyjnymi koncepcjami i zaprzestanie uwazania ich za
az tak abstrakcyjne.

(2]

. Dostrzezenie analogii pomiedzy niektérymi z tych nowych koncepcji.
6. I tak w koétko...

Jedng z zalet traktowania abstrakcyjnych koncepcji jako nowych obiektow jest moz-
liwo$¢ tworzenia w oparciu o nie kolejnych koncepcji. Oto przyklad poczatkowego pro-
cesu abstrahowania z podstawowej matematyki.
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a+b a-b Oto niestawny proces ,,zamieniania liczb na litery”, czyli etap
/ \ / \ w nauce matematyki, na ktérym wiele oséb konczy swoja przy-
1+2  2+3 1-2  2-3 godezt3 dziedzina.

(Wtasciwie istnieje tez nizszy poziom, na ktérym przechodzimy od obiektow takich
jak jabtka i banany do liczb). Dlaczego liczby zmienily si¢ w litery? Stalo si¢ to, abySmy
mogli zauwazy¢ rzeczy, ktore sg prawdziwe w sposob abstrakcyjny, niezaleznie od tego,
jakich doktadnie liczb uzywamy. Na przyktad:

We wszystkich tych sytuacjach dzieje sie co§ analogicznego i nie sposéb

i + ; i ; + 1 bytoby wymieni¢ wszystkie kombinacje liczb, dla ktorych jest to prawda,
t3=54 poniewaz jest ich nieskonczenie wiele. MoglibySmy opisaé te zalez-

2+3=3+2 p . . N S . .
no$¢ nastepujgcymi stowami: ,,jesli dodamy do siebie dwie liczby, nie

5+7=7+5 . S L . S
. ma znaczenia, w jakiej kolejnosci to zrobimy”, ale takie dzialanie jest

troche naciggane.

Zwiezly, abstrakcyjny spos6b wyrazenia tej zaleznosci jest nastepujacy: dla dowolnych
dwoch liczb a i b:
a+b=>b+a

»Zamieniliémy liczby na litery”, aby$my mogli jednoczesnie opisaé tysigce réznych liczb
i doktadnie okresli¢ wzor, ktéry opisuje obserwowang przez nas analogie. Jest on nie tylko
bardziej zwigzly i w efekcie tatwiejszy do zapisania (matematycy okazuja si¢ by¢ bardzo
leniwi, gdy musza wielokrotnie zapisywac bardzo rozwlekle rzeczy). Abstrakcyjne sfor-
mulowanie tej zaleznosci moze pomdc nam pdjsé o krok dalej i okresli¢ jej podobienistwo
do innych sytuacji.

Istnieje tez wyzszy poziom abstrakgji, o ktory zahaczyliSmy pod koniec poprzedniego
podrozdziatu. Jesli zastanowimy sie nad podobiefistwami pomiedzy dodawaniem i mno-
zeniem, zobaczymy, ze maja one pewne wspOlne cechy. Po pierwsze oba te procesy przyj-
muja dwie liczby (na poziomie podstawowym) i wykorzystujg je do wyznaczenia odpo-
wiedzi. Procesy te majg rowniez pewne zaobserwowane przez nas wiasnosci, takie jak
przemienno$¢ i 1acznosé.

Nazwanie dodawania i mnozenia ,,procesem, ktéry przyjmuje dwie liczby i zwraca
odpowiedz” to kolejny poziom abstrakgji. Jest to kolejna analogia pomiedzy dodawaniem
1 mnozeniem.

a®b
Oto diagram przedstawiajacy ten nowy poziom abs- / \

trakcji. Symbol © reprezentuje operacje binarna, kt6ra a+b a-b
moze by¢ +, - lub co$ innego. Przechodzac w gore / \ / \
tego diagramu, podrézujemy przez kolejne poziomy ., 5,3 12 2.3

abstrakgji. Podro6z ta przypomina troche podroz przez
edUkach matematyczna. 2 jabtka 2 ciasteczka
i3jabtka i3 ciasteczka

Na samym dole mamy rzeczy, ktére by¢ moze robite$ w przedszkolu, gdy bawites sie
znanymi Ci przedmiotami i kto§ chcial skierowaé Twojg uwage w kierunku liczb. Na wyz-
szym poziomie znajduje sie arytmetyka, by¢é moze znana Ci ze szkoty podstawowej. Nastep-

nie przechodzimy do algebry, ktéra nadal troche przypomina szkolng matematyke. W tym
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przyktadzie na najwyzszym poziomie mamy do czynienia z abstrakcyjnymi operacjami
dwuargumentowymi, czyli z czyms, co mozna spotkad, jesli na studiach wyzszych wybierze
sie zajecia z ,algebry abstrakcyjnej”. Operatory dwuargumentowe bada si¢ na przyktad
w teorii grup i jest to jeden z tematéw, do ktorych jeszcze powrdce. Nawiasem mowiac,
zawsze uwazatam termin ,algebra abstrakcyjna” za do§é dziwny, poniewaz kazda alge-
bra jest abstrakcyjna i (jak juz wspomniatam) to, co uwazamy za abstrakcyjne, zmienia sie
Wraz z naszymi przyzwyczajeniami.

Istnieje tez wyzszy poziom abstrakcji, ktory mozemy nazwaé ,,bardzo abstrakcyjng
algebra”. Na tym poziomie mozemy myslec¢ o bardziej subtelnych sposobach faczenia
dwéch rzeczy. Zamiast bra¢ dowolne dwie rzeczy i na ich podstawie ustalaé odpowiedz,
na tym poziomie mozemy wzia¢ jedynie rzeczy, ktére pasuja do siebie jak w uktadance.
Na przyktad w kontekscie podrézowania pociggiem mozemy wydtuzy¢ trase naszej podrozy,
odbywajac po pierwszej przejazdzce kolejng. Mozemy to zrobié jedynie wtedy, gdy druga
podréz zaczyna sie w miejscu, w ktdrym koficzy sie ta pierwsza, tak aby$my byli w stanie
sie przesig$é. Oznacza to, ze do wydluzenia trasy nie mozemy wykorzystaé Zadnych sta-
rych podrdzy, a jedynie te rozpoczynajace sie w miejscu, w ktérym koficzy sie poprzed-
nia podroéz.

Wtasnie w ten sposdb tgczy sie rzeczy w teorii kategorii. Operacje dwuargumentowe
rowniez sg przyktadem takich potaczefi, ale podobnie jak w przypadku wszystkich wyz-
szych poziomOw abstrakgji, w tego typu rozwazaniach mozemy uwzglednic o wiele wiecej
rodzajéw polaczen, ktore sg bardziej subtelne od operacji dwuargumentowych. Prawidlo-
wo§¢ ta dotyczy prawie kazdej galezi matematyki, poniewaz prawie wszystkie (a moze
nawet wszystkie) galezie matematyki zawierajg jaka$ forme taczenia rzeczy. Oto diagram
pokazujacy te relacje. ZamieScitam na nim réwniez nazwy zagadnien, ktorymi zajmiemy
sie w dalszej czesci tej ksigzki.

SN

1+2 2+3 1- -3 Funkcje Relacje Homotopie Zycie

Na diagramie uwzglednitam réwniez ,,zycie”, aby podkreslié, ze cho¢ wyzszy poziom
abstrakcji moze wydawac sie nieco odleglejszy od normalnego zycia, to poziom ten pozwala
nam ujednolici¢ przyktady nalezace do znacznie szerszego zakresu, wigczajac w to przyktady
z normalnego zycia, ktére zwykle nie sg uwzgledniane w matematyce abstrakcyjnej. Moim
zdaniem przypomina to troche hustanie si¢ na linie — jesli powiesisz line wyzej, to pod
warunkiem ze jest ona odpowiednio dluga, bedziesz sie w stanie hustaé znacznie dale;j.
Podobnie jest ze swiatlem. Jesli podniesiesz zarowke, to $wiatlo stanie sie stabsze, ale o§wie-
tlisz nim wiekszy obszar. W rezultacie bedziesz mogt spojrzed raczej na zarys oswietla-
nego obszaru, a nie na jego szczegdly. Jesli jednak zachowasz mozliwo$¢ przesuwania
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zarOwki w gore i w dol, to nie stracisz tych szczegétéw na zawsze. Co wiecej, jesli znaj-
dziesz sposdb na zwiekszenie mocy zaréwki, bedziesz mogl jednoczesnie spojrzeé na wiecej
szczegOtow w szerszym kontekscie. Uwazam, ze jest to wazny element zwigkszania swo-
jej inteligencji oraz ze moze w tym pomoc abstrakcyjna matematyka.

Cos ,,bardziej abstrakcyjnego” nie musi oznaczac czego$ mniej istotnego lub trudniej-
szego. Zbyt czesto zaktadamy, ze w miare przechodzenia na wyzsze poziomy abstrakcji
sprawy sie komplikujg, a zatem nie powinni$my probowaé wspiac sie wyzej, dopdki nie
opanujemy poprzedniego poziomu. Moim zdaniem jest to jedna z rzeczy, ktére moga
powstrzymywac niektorych ludzi przed przejsciem na kolejny poziom lub odrzucac ich
od matematyki. W rzeczywistosci dla niektorych oséb dziatanie na wyzszych poziomach
abstrakcji moze by¢ fatwiejsze, poniewaz albo tak jak ja lubig oni abstrakcje i uwazajg jg za
bardziej satysfakcjonujaca, albo dlatego, ze opisuje ona wiekszg liczbe przyktadow, ktore
mogg by¢ bardziej motywujace niz przyktady podawane na nizszych poziomach. Jesli
utkniesz na poziomie a + b, na ktérym jedyne dostepne przyktady odnosza sie do doda-
wania liczb, to mozesz odczud, ze cala ta koncepgja jest nudna i niezbyt pomocna. W koficu
niektére rzeczy sg zabawne, inne przydatne, a niektére majg obie te cechy. Natomiast te,
ktére sa pozbawione obu z nich, tak naprawde s3 do niczego.

Uwazam, ze powinni$my odrzuci¢ konieczno$¢ znajomosci nizszych pozioméw abs-
trakcji przed rozpoczeciem studiowania tych wyzszych. Jesli na wyzszych poziomach
abstrakcji bedziesz mie¢ do czynienia z przyktadami z prawdziwego zycia, na ktérych
zalezy Ci bardziej niz na liczbach (na przyktad z przyktadami dotyczacymi ludzi i ludz-
kosci), to by¢ moze taka sytuacja bardziej zmotywuje Cie do dalszej nauki. A jesli lubisz
tworzy¢ polaczenia, spogladaé pod powierzchnie i $wiecié Swiattem, to poznawanie wyz-
szych poziomdéw bedzie nie tylko przydatne, ale réwniez zabawne.
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Matematyka nie ma najlepszej opinii. Niektorzy wrecz jej nienawidza, wielu
narzeka na jej nieprzydatnos¢. Inni twierdza, ze jest sztywna, nietwoércza, nieciekawa

i trudna, a takzZe Ze nie ma nic wspdlnego z prawdziwym zyciem i przydaje sie jedynie
naukowcom i inzynierom. Nic bardziej mylnego! Matematyka, a szczeg6lnie matematyka
abstrakcyjna, jest nie tylko dziedzing nauki, ale i efektywnym sposobem myslenia.
Koncentruje uwage na tym, co istotne, a to z kolei pozwala dotrze¢ do sedna. Jest przy-

datna w wielu praktycznych kwestiach, ktérymi kazdy z nas zajmuje sie na co dzien.

Ta kSl%Zka stanowi twardy dowdd, ze matematyka jest elastyczna, kreatywna

i radosna. Potraktuj jg jako fascynujacg podrdz przez swiat matematyki abstrakeyjnej

do teorii kategorii. Przekonaj sig, ze bez formalnej wiedzy w tej dziedzinie mozesz
rozwing¢ umiejetnos¢é matematycznego myslenia. Abstrakcyjne idee matematyczne
pomoga Ci inaczej spojrze¢ na aktualne wydarzenia, kwestie sprawiedliwosci spotecznej
i przywilejow spotecznych czy nawet na COVID-19. Najpierw poznasz idee i zasady
matematyki abstrakcyjnej, aby stopniowo przechodzi¢ do bardziej technicznych zagad-
nien i istoty teorii kategorii. Oméwienie jej najwazniejszych elementéw, takich jak
transformacje naturalne i dualnosé¢, znajdziesz w ostatniej czesci ksigzki, gdzie zawarto

takZe wyniki biezgcych badan nad wielowymiarowg teorig kategorii.

Przekonaj sie, jak pickna i fascynujaca
jest krolowa nauk!
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