JEZYKI PROGRAMOWANIA

Tajemnice liczb zmiennoprzecinkowych

W tym artykule oméwie liczby zmiennoprzecinkowe zgodne ze standardem IEEE 754, ktore
sg dostepne w wiekszosci jezykdw programowania, a takze opisze ich budowe, mozliwosci
i ograniczenia. Odniose sie rowniez do powszechnie panujgcych przekonan, ze liczby te sg
niedoktadne lub ze sg niedeterministyczne. Pokaze ponadto wiele nieoczywistych putapek,
ktdre czyhajg na uzywajgcych ich programistow. Ta wiedza moze sie przydac¢ kazdemu, obo-
jetnie, w jakim jezyku i na jakie platformy programujesz!

Liczby zmiennoprzecinkowe to $wietny wynalazek. Dostepne w je-
zykach programowania typy danych tego rodzaju pozwalaja na nie-
wielkiej liczbie bitow zapisywac¢ liczby dodatnie, jak i ujemne, catko-
wite, jak i utamkowe, bardzo male (bliskie zeru), jak i bardzo duze.
Poniewaz komputery na poczatku stuzyly gléwnie naukowcom do
wykonywania obliczen, historia réznych sposobéw kodowania liczb
jest tak stara, jak historia samej informatyki. Standard IEEE 754, na
ktérym opieraja si¢ uzywane wspolczesnie liczby zmiennoprzecinko-
we, pojawit si¢ w roku 1985. To jego uzywaja wszystkie typy danych,
o ktérych bedziemy mowi¢ w tym artykule.

Podczas nauki programowania i w miare nabierania do$wiad-
czenia w uzywaniu wybranego jezyka programowania zrozumienie
dla liczb zmiennoprzecinkowych mozna podzieli¢ na trzy etapy. Naj-
pierw programista uzywa takich liczb bez zastanowienia, przyjmujac,
ze reprezentujg one dowolne liczby rzeczywiste. Szybko jednak moze
sie natkng¢ na trudnoéci z tym zwigzane i zaobserwowac rézne wy-
nikajace z tego btedy. Wowczas przychodzi moment na refleksje nad
ograniczeniami tego typu liczb. Stosowanie prostych ,,zasad ograni-
czonego zaufania” do liczb zmiennoprzecinkowych pozwala unikna¢
wielu bledow. Sa to zasady takie jak:

» ,Liczby zmiennoprzecinkowe sg niedoktadne”
» ,Liczby zmiennoprzecinkowe sg niedeterministyczne.”
» ,Liczb zmiennoprzecinkowych nie wolno poréwnywac operato-

»
rem ==.

Warto jednak zaglebi¢ si¢ bardziej w szczegély budowy i dziatania
tych typow danych. Wowczas, dzigki ich lepszemu zrozumieniu,
mozna ich uzywaé $wiadomie, unikaé btedéw badz minimalizowa¢
szanse ich wystapienia, a réwnoczesnie wykorzystywaé pelnie ich
mozliwosci. Ten artykul ma za zadanie wprowadzi¢ czytelnika w taj-
niki liczb zmiennoprzecinkowych, pokaza¢ rézne putapki i nieoczy-

wiste zjawiska z nimi zwigzane.

| PODSTAWY

Zasada dziafania liczb zmiennoprzecinkowych przypomina nota-
cje naukowa uzywana na lekcjach fizyki w szkole. O ile liczby, kto-
rymi postugujemy si¢ na co dzien, np. liczac pieniadze, mozna za-
pisywac zwyczajnie, piszac np. 12300, o tyle w fizyce czgsto mamy
do czynienia z liczbami bardzo duzymi lub bardzo matymi. Na
przykiad odleglos¢ Ziemi od Storica wynosi okoto 150 milionéw ki-
lometréw, co zamiast 150 000 000 mozemy wygodniej zapisac jako
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1.5 x 10% Tak zapisana liczba jest niejako ,,znormalizowana” do po-
staci, w ktorej przed przecinkiem zostata tylko pierwsza cyfra, na-
tomiast wykladnik potegi stuzy do tego, aby przesuna¢ przecinek
o wybrang liczbe miejsc dziesietnych w prawo (zwigkszajac wartoéé
liczbowa), kiedy jest wykladnik dodatni, lub w lewo (zmniejszajac
warto$¢), kiedy jest ujemny.

Liczby zmiennoprzecinkowe dzialaja na podobnej zasadzie jak
taka notacja naukowa w fizyce, ale na liczbach binarnych, a nie na
dziesi¢tnych. W pamieci komputera maja budowe nieco bardziej
skomplikowang od liczb calkowitych. Liczby catkowite (ang. integer)
kolejne kombinacje bitow przeznaczaja do reprezentowania kolejnych
wartosci: 0, 1, 2, ... Liczby zmiennoprzecinkowe natomiast dzielg caly
ciag bitéw na trzy czesci. Przykiad pokazano na Rysunku 1. Format
danych, ktérego tutaj uzywamy dla przykladu, to liczba zmiennoprze-
cinkowa 32-bitowa nazywana liczbg ,pojedynczej” precyzji (ang. sin-
gle precision), ktéra przeznacza 1 bit na znak, 8 bitdw na wyktadnik

i 23 bity na mantyse.
Znak Wyktadnik
1 | 10000010 | 01010000000000000000000

l l

130 - 127 1.01010000000000000000000 ,

l l

1) x 2° x 13125

Mantysa

-10.5

Rysunek 1. Dekodowanie liczby zmiennoprzecinkowej

Zaczynajac od najmiodszych bitow, mantysa (ang. mantissa, nazywa-
na tez significand, pokazana tu na zielono) koduje cyfry po przecin-
ku. Liczba jest znormalizowana tak, aby przed przecinkiem znajdo-
wala si¢ pojedyncza jedynka. Totez mozemy te jedynke pozostawi¢
w domysle i nie zapisywac jej w pamieci, zyskujac tym samym jeden
bit precyzji. (Wyjatkiem sg liczby zdenormalizowane, w ktorych ta
domyslna jedynka nie wystepuje. Wspomnimy o nich jeszcze, oma-
wiajac wartosci specjalne.)

Tak zakodowana liczba lezy w zakresie od 1 do 2. Aby ja zwiek-
szy¢ lub zmniejszy¢, przesuwajgc przecinek, kolejna cze$¢ koduje wy-
kladnik (ang. exponent, pokazany tu na czerwono) dla potegi dwdjki,

przez ktorg liczba zostaje pomnozona. Majac do dyspozycji 8 bitdw,
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interpretowanych jako liczba catkowita, wykladnik bylby w zakresie
0...255. Jednakze stosuje si¢ do niego przesunigcie (ang. bias), kto-
re w przypadku tego typu 32-bitowego wynosi 127. Przesuniecie to
jest odejmowane od warto$ci wykladnika, aby méc zakodowaé za-
réwno wartoéci dodatnie, jak i ujemne. Wartoé¢ wykladnika zawie-
rajgca same zera lub same jedynki jest zarezerwowana na warto$ci
specjalne, wiec pozostaje nam zakres wykladnika [1...254] - 127 =
[-126...127].

Wreszcie, najstarszy bit to bit znaku (ang. sign bit, oznaczony na
niebiesko), ktéry pozwala na zapisywanie liczb ujemnych. Pokazana
na Rysunku 1 liczba -1 podniesiona do potegi s to nic innego, jak
madry sposéb na zapisanie prostej zasady, ze bit ten odpowiada na
pytanie: ,,Czy jest minus?” Kiedy warto$cia bitu jest 0, minusa nie ma,
wigc liczba jest dodatnia. Kiedy bit jest ustawiony na 1, woéwczas do-
pisujemy minus i liczba jest ujemna.

Zauwazmy, ze majac osobny bit reprezentujacy znak, liczby
zmiennoprzecinkowe sa symetryczne wzgledem zera. Aby zanego-
wac liczbe, wystarczy zanegowac jej najstarszy bit. Aby obliczy¢ war-
to$¢ bezwzgledna, wystarczy wyzerowac ten bit. Dziala to inaczej,
niz w przypadku liczb calkowitych ze znakiem, ktdre stosuja notacje
»uzupelnienia do dwdch” (U2). W liczbach catkowitych ze znakiem
najstarszy bit rowniez jest ustawiony wtedy, kiedy liczba jest ujemna,
jednak ich zanegowanie nie jest juz tak trywialne.

7 takiej budowy liczb zmiennoprzecinkowych wynika jeszcze
jedna ich ciekawa wlasciwoé¢: zmieniajgc tylko bit znaku, mozemy
uzyska¢ dwie rdzne reprezentacje zera, nazywane +0 i -0. Takie war-
tosci faktycznie istniejg i moga nie$¢ pewna informacje, np. czy licz-
ba, ktdra po obliczeniach stala si¢ zbyt mata i musiata zosta¢ zapisana
jako 0, byta dodatnia, czy ujemna. Poniewaz jednak te dwie wartosci
przy poréwnaniu sg sobie réwne, to praktycznie nigdy nie musimy

sie tym przejmowac.

| WSPARCIE SPRZETOWE

Liczby zmiennoprzecinkowe, przy calej swojej skomplikowanej bu-
dowie, nie miatyby wigkszego sensu w programowaniu, gdyby obli-
czenia na nich nie byly wspierane w sposob sprzetowy, aby mogly by¢
wykonywane szybko. Takiego wsparcia w dawnych czasach dostar-
czal osobny, instalowany opcjonalnie koprocesor matematyczny: Flo-
ating Point Unit (FPU), jak uklad 8087 w dawnych pecetach. Obecnie
jednak procesory (CPU), jak i uklady graficzne (GPU) w naszych
komputerach maja wbudowang obstuge takich liczb.

Jesli chodzi o wspierane sprzetowo typy danych, to najpopular-
niejsze sg liczby zmiennoprzecinkowe 32-bitowe pojedynczej pre-
cyzji (ang. single) oraz 64-bitowe podwdjnej precyzji (ang. double).
Ich mozliwosci zaprezentowano w Tabeli 1, ktorej rozszerzong wersje
mozna tez znalez¢ online w [1]. Ich dostepnos¢ i nazwa bywa roz-
na w roznych jezykach programowania. Na przyklad jezyki C i C++
definiuja typy float i double. Ich szerokos¢ nie jest co prawda $ci-
$le okreslona, ale na wigkszosci platform odpowiadaja one wspo-
mnianym formatom 32b i 64b. Niektdre jezyki skryptowe natomiast
(w tym JavaScript, Lua) oferuja tylko jeden typ liczbowy, ktéry imple-
mentowany jest za pomocg typu double i ktéry moze by¢ uzywany
nawet do zapisywania liczb catkowitych. Nazwy typéw zmiennoprze-
cinkowych w réznych jezykach programowania podsumowuje Tabe-
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la 2. Niektdre jezyki oferuja takze typy o jeszcze wigkszej precyzji, jak
long double w C/C++ czy decimal w C#, nie pokazane w tabeli.

Pojedynczej Podwéjnej precyzji,
precyzji, single double

Bitow: suma = znak + wyktadnik ~ 32=1+8+23 64=1+11+52

+ mantysa

Wyktadnik: przesuniecie, zakres 127,-126..127 1023,-1022..1023
Precyzja - dziesietne cyfry 7.22 (6..9) 15.95 (15..17)

Znaczgce

Najmniejsza liczba zdenormali- 27 =1.40x10% 271074 = 4,94 x 107324

zowana

Najmniejsza liczba znormali- 27%x1.18x10% 271922223 x 10738

zowana

1+2%=
1.00000000000000022

Nastepna warto$¢ po 1 1+22=1.00000012

0.2%=16777 216 0..2%=9007 199 254

740992

Liczby catkowite reprezentowane
doktadnie

(2-2°%) x 2085 1.80
x 10308

Maksimum (2-2%)x2'7=3.40

X 1033

Tabela 1. MozZliwosci liczb 32- i 64-bitowych

C, Ct+* float double
C# float double
Java float double
Delphi / Object Pascal Single Double
Python* float

JavaScript Number
Lua** number

* Zazwyczaj, zaleznie od implementacji.
** Jedyny obstugiwany typ liczbowy.

Tabela 2. Typy zmiennoprzecinkowe w jezykach programowania

| CZY TE LICZBY SA NIEDOKLADNE?

Popularny poglad méwi, ze liczby zmiennoprzecinkowe sa niedo-
kiadne i w zwigzku z tym nie nalezy ich nigdy poréwnywac operato-
rem ==. Stosowanie takiej zasady pomaga unikna¢ wielu bledow, ale
jest to pewne uproszczenie. Obliczenie 2.0 + 2.0 zawsze zwrdci 4.0,
a nigdy 3.99999. Przyjrzyjmy sie zatem blizej tematowi precyzji liczb
zmiennoprzecinkowych, aby lepiej go zrozumie¢.

To oczywiste, ze liczby zmiennoprzecinkowe sa tylko pewnym
przyblizeniem liczb rzeczywistych z matematyki, a zakodowane
na okreélonej liczbie bitéw z natury maja pewna skonczong precy-
zje. Kiedy méwimy o precyzji, mamy na mysli najmniejsze réznice
w wartoéci, ktére mozemy zapisa¢ i rozrézni¢ w okreslonym typie
danych. W przypadku liczb calkowitych sprawa jest prosta: precyzja
zawsze wynosi 1 w calym zakresie, wiec po wartosci 5 nastepna moz-
liwa do zapisania warto$¢ to 6, dalej 7 itd.

Mozna tez sobie wyobrazi¢ format obstugujacy utamki, ale stato-
przecinkowy, na przykltad uzywajacy starszych 8 bitéw do kodowania
cyfr binarnych przed przecinkiem, a mlodszych 8 bitéow do kodo-
wania cyfr po przecinku. Takie formaty staloprzecinkowe nie sa ob-
stugiwane sprzetowo przez typowe procesory w komputerach, wiec
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