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ROZDZIAL 2.
Wektory — czesc |

Wektory stanowia fundament, na ktérym zbudowana jest cata algebra liniowa (a tym samym reszta tej
ksigzki).

Z tego rozdzialu dowiesz si¢ wszystkiego o wektorach: czym sg, do czego stuza, jak je interpretowac
oraz jak je tworzy¢ i pracowad z nimi w Pythonie. Poznasz najwazniejsze dzialania na wektorach,
w tym algebre wektoréw i iloczyn skalarny. Na zakonczenie poznasz rozklady wektorow, ktore
s3 jednym z gtéwnych probleméw algebry liniowej.

Tworzenie i wizualizacja wektoréw w NumPy

W algebrze liniowej wektor to uporzadkowana lista liczb. (W abstrakcyjnej algebrze liniowej
wektory moga zawiera rowniez inne obiekty matematyczne, w tym funkgje, ale poniewaz ta ksigzka
koncentruje sie na zastosowaniach, rozwazamy w niej tylko wektory zawierajace liczby).
Wektory majg kilka waznych cech. Pierwsze dwie, od ktérych zaczne, to:
Wymiarowos¢

Okresla liczbe liczb w wektorze.
Orientacja

Okresla, czy wektor jest kolumnowy (waski i wysoki), czy wierszowy (plaski i szeroki).
Wymiarowos¢ wektora czesto okresla sie za pomocg fantazyjnie wygladajacego zapisu R, gdzie
R oznacza liczby rzeczywiste (np. C to liczby zespolone), a N oznacza liczb¢ wymiaréw. Na przy-

ktad wektor zawierajacy dwa elementy nalezy do R%. Symbol R mozna utworzy¢ za pomocg kodu,
korzystajac z LaTeX-a, ale rownie dobrze mozesz napisa¢ R?, R2 lub RA2.

Roéwnanie 2.1 zawiera kilka przykladéw wektordw. Przed przeczytaniem kolejnego akapitu sprobuj
okresli¢ ich wymiary i orientacje.

Réwnanie 2.1. Przyktady wektoréw kolumnowych i wierszowych

1
14l . 1031 . _
x-[sl,y— _7],2—[1456]
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Oto odpowiedzi: x to czterowymiarowy wektor kolumnowy, y to dwuwymiarowy wektor kolum-
nowy, a z to czterowymiarowy wektor wierszowy. Mozesz tez zapisa¢ na przykltad, ze x € R,
gdzie symbol € oznacza ,nalezy do zbioru”.

Czy x iz to ten sam wektor? Technicznie s3 to r6zne wektory, pomimo tego, ze zawierajg te same
elementy wystepujace w tej samej kolejnosci. Wigcej informacji na ten temat znajdziesz nieco
dalej w tym rozdziale, w uwadze ,,Czy orientacja wektora ma znaczenie?”.

W trakcie lektury tej ksigzki oraz podczas taczenia matematyki i programowania dowiesz sie, Ze istnieja
réznice miedzy matematyka uprawiana ,,na tablicy” i matematykg implementowang w kodzie.
Niektore rozbieznoséci sg niewielkie i nieistotne, inne za$ powoduja zamieszanie i bledy. Pozwol,
ze przedstawie Ci roznice w terminologii stosowanej w matematyce i programowaniu.

Wspomniatem wczeéniej, ze wymiarowos¢ wektora to liczba elementdw, ktdre sie w nim znajduja.
Natomiast w Pythonie wymiarowo$¢ wektora lub macierzy to liczba wymiaréw geometrycznych
uzywanych do wy$wietlenia wektora lub macierzy na ekranie. Na przyktad wszystkie wektory poka-
zane powyzej sa w Pythonie ,tablicami dwuwymiarowymi”, niezaleznie od liczby znajdujacych
sie w nich elementéw (czyli ich matematycznej wymiarowos$ci). W Pythonie tablicg jednowymiarowa
nazywamy liste liczb bez okreslonej orientacji, niezaleznie od liczby znajdujacej si¢ w niej elementéw
(tablica ta zostanie wyswietlona jako wiersz, ale jak zobaczysz pdzniej, Python traktuje ja inaczej
niz wektory wierszowe). Matematyczna wymiarowo$¢ — tzn. liczba elementéw w wektorze — nazy-
wana jest w Pythonie dtugoscig (ang. length) lub ksztaltem (ang. shape) wektora.

Ta niespdjna i czasami sprzeczna terminologia moze by¢ mylaca, ale tak zazwyczaj bywa na styku
réznych dyscyplin (w tym przypadku matematyki i informatyki). Nie martw sie, przy odrobinie
doswiadczenia da si¢ to ogarngc.

Wektory czesto oznacza si¢ za pomocg malych, pogrubionych liter alfabetu lacinskiego, na przy-
kfad v oznacza ,,wektor v”. W niektdrych tekstach stosuje si¢ tez kursywe (v) lub umieszcza strzatke
nad literg (V).

O ile nie okreslono inaczej, w algebrze liniowej przyjmuje si¢, ze wektory sa wektorami kolumno-
wymi. Wektory wierszowe zapisuje sie jako w'. Wyktadnik ” reprezentuje operacje transpozycji,
ktéra oméwie pozniej. Na razie zapamietaj tylko, ze operacja transpozycji przeksztalca wektor
kolumnowy w wierszowy.

(zy orientacja wektora ma znaczenie?

Naprawde musimy sie martwic¢ o to, czy wektory sa wektorami kolumnowymi,
wierszowymi czy tablicami jednowymiarowymi bez orientacji? Czasami tak, a czasami
nie. W przypadku wektoréw zawierajacych dane orientacja zazwyczaj nie ma zna-
czenia. Z drugiej strony, jesli orientacja jest niewlasciwa, to niektdre operacje w Pythonie
mogg powodowac bledy lub dawa¢ nieoczekiwane wyniki. A zatem warto zrozu-
mie¢ orientacje wektorow, aby nie straci¢ 30 minut na debugowanie kodu tylko po to,
by uswiadomic sobie, ze wektor wierszowy powinien by¢ wektorem kolumnowym
(z pewnoscig taka sytuacja przyprawilaby Cie o bél gtowy).

20 | Rozdziat2. Wektory — czescl
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W Pythonie wektory moga by¢ reprezentowane przy uzyciu kilku typéw danych. Najprostszym
sposobem reprezentacji wektora wydaje si¢ uzycie typu 1ist. Cho¢ typ ten sprawdza sie w niektérych
zastosowaniach, wielu operacji algebry liniowej nie da si¢ wykona¢ na listach Pythona. Dlatego
zazwyczaj najlepiej jest zapisywaé wektory w postaci tablic NumPy. Ponizej pokazalem cztery
sposoby tworzenia wektora:

aslList [1,2,3]

asArray = np.array([1,2,3]) #tablica jednowymiarowa

rowVec = np.array([ [1,2,3] 1) #wiersz
colVec = np.array([ [1],[2],[3] 1) #kolumna

Zmienna asArray jest tablica bez orientacji, co oznacza, ze nie jest ani wektorem wierszowym,
ani kolumnowym, lecz po prostu jednowymiarowa lista liczb w NumPy. Do okreélania orientacji
w NumPy wykorzystuje si¢ nawiasy — najbardziej zewnetrzne nawiasy tacza wszystkie liczby w jeden
obiekt. Kazdy dodatkowy zestaw nawiasow reprezentuje wiersz: wektor wierszowy (zmienna
rowVec) zawiera wszystkie liczby zapisane w jednym wierszu, podczas gdy wektor kolumnowy
(zmienna colVec) sktada sie z wielu wierszy, z ktérych kazdy zawiera tylko jedna liczbe.

Do zbadania orientacji mozna wykorzysta¢ atrybut shape (mozliwos¢ sprawdzania ksztaltu obiektow
czesto przydaje sie podczas programowania):

print(f'asList:
print(f'asArray:
print(f'rowVec:
print(f'colVec:

np.shape(asList)}"')
asArray.shape}')
rowVec.shape}"')
colVec.shape}"')

Oto wyniki:

asList: (3,)

asArray: (3,)

rowVec: (1, 3)

colVec: (3, 1)
Na powyzszym listingu wida¢, ze jednowymiarowa tablica asArray ma rozmiar (3). Zorientowane
wektory sg zawsze tablicami dwuwymiarowymi. W zaleznoéci od orientacji ich rozmiar to (1,3) lub
(3,1). Wymiary sa zawsze podawane jako (1iczba wierszy, liczba kolumn).

Geometryczna interpretacja wektorow

Z algebraicznego punktu widzenia wektor to uporzgdkowana lista liczb. Geometrycznie wektor
to odcinek linii prostej o okreslonej dtugosci (nazywanej réwniez modutem), kierunku i zwrocie
(kacie pochylenia; kat okresla sie wzgledem dodatniej pdtosi osi x). Dwa punkty na krancach
wektora nazywane sa poczatkiem lub punktem zaczepienia (miejsce, w ktérym zaczyna sie wektor)
i koricem (miejsce, w ktorym wektor sie konczy). Koniec wektora rysuje si¢ czesto w formie grotu
strzalki, aby mozna go bylo odrézni¢ od poczatku.

Moze Ci si¢ wydawad, ze wektor to zbior wspotrzednych geometrycznych, ale tak naprawde wektory
i wspélrzedne to dwie rdzne rzeczy. Taka interpretacja daje poprawne wyniki tylko wtedy, gdy wek-
tor jest zaczepiony w poczatku uktadu wspétrzednych (,,pozycja standardowa”), co pokazatem
na rysunku 2.1.
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Wektor v w kilku lokalizacjach
S ,Pozycja standardowa”
1
£ 0+
=
-2
B S 0 1 °] 3
Vo

Rysunek 2.1. Wszystkie strzatki reprezentujq ten sam wektor. W potozeniu standardowym poczgtek wektora
znajduje sie w poczgtku uktadu wspétrzednych, a koniec — w punkcie okreslonym przez jego elementy

Geometryczne i algebraiczne interpretacje wektoréw pozwalaja rozwina¢ intuicje w réznych zastoso-
waniach, ale de facto sa to dwie strony tej samej monety. Na przyklad interpretacja geometryczna
przydaje sie w fizyce i inzynierii (np. przedstawianie sil fizycznych), a algebraiczna — w analizie
danych (np. przechowywanie danych dotyczacych sprzedazy w czasie). Czesto koncepcje algebry
liniowej prezentuje si¢ w sposob geometryczny na dwuwymiarowych wykresach, a nastepnie rozsze-
rza si¢ je na przestrzenie o wiekszej liczbie wymiaréw za pomocg algebry.

Operacje na wektorach

Wektory sg jak rzeczowniki. Sg to bohaterowie naszej opowiesci o algebrze liniowej. Zabawa w alge-
bre liniowg jest mozliwa dzigki czasownikom, czyli dziataniom, ktdre tchng Zycie w nasze postaci.
Dzialania te nazywane s3 operacjami.

Niektdre operacje algebry liniowej s3 proste i intuicyjne i dziataja dokfadnie tak, jak mozna by si¢ tego
spodziewa¢ (np. dodawanie). Inne sg bardziej skomplikowane i do ich wyjasnienia potrzeba catych
rozdziatéw (np. rozktad wedlug wartosci osobliwych). Zacznijmy od prostych operacji.

Dodawanie dwach wektorow

Aby dodac¢ do siebie dwa wektory, wystarczy doda¢ do siebie odpowiadajace sobie elementy ich obu.
Przyklad dodawania wektoréw pokazalem w réwnaniu 2.2.
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Réwnanie 2.2. Dodawanie dwéch wektorow

4 10 14
5]1+120] =125
6 30 36

Jak zapewne sie domyslasz, dodawanie wektoréw jest zdefiniowane tylko dla wektoréw, ktére
maja te samg liczbe elementdw. Nie mozna doda¢ do siebie na przykiad wektora z R® i wektora z R®.

Odejmowanie wektoréw réwniez przebiega zgodnie z naszymi przewidywaniami i polega na odejmo-

waniu od siebie odpowiadajacych sobie elementéw. Przyktad odejmowania pokazatem w row-
naniu 2.3.

Réwnanie 2.3. Odejmowanie dwdoch wektorow

Il

Dodawanie wektoréw w Pythonie jest bardzo proste:

v = np.array([4,5,6])

w = np.array([10,20,30])
u = np.array([0,3,6,9])
VPTusW
uPlusW

vHw
utw # Blgd! Niezgodnos¢ wymiarow!

Czy orientacja wektora ma znaczenie podczas dodawania? Spojrz na réwnanie 2.4.

Réwnanie 2.4. Czy mozna dodac wektor wierszowy do wektora kolumnowego?

4
5
6
Mozna by pomysle¢, ze nie ma zadnej r6znicy pomiedzy tym a pokazanym wczeéniej przykltadem
— w koncu oba wektory majg po trzy elementy. Zobaczmy, co zrobi Python:

+[10 20 30]=7?

v = np.array([[4,5,6]]) #wektor wierszowy
w = np.array([[10,20,30]]).T # wektor kolumnowy
VHW

>> array([[14, 15, 16],
[24, 25, 26],
[34, 35, 36]]1)
Wynik moze wydawac¢ sie mylacy i niesp6jny z podang wezeéniej definicjg dodawania wektoréw.
W Pythonie zaimplementowano operacje nazywang broadcastingiem. Wiecej na jego temat przeczy-
tasz w dalszej czesci tego rozdzialu, ale zachecam Cie do poswiecenia chwili na przyjrzenie sie
temu wynikowi i zastanowienie si¢, w jaki sposéb powstal on z dodania do siebie wektora wierszo-
wego i kolumnowego. Niezaleznie od tego przykiad ten pokazuje, ze orientacja wektora ma znaczenie:
dwa wektory mozna dodad do siebie tylko wtedy, gdy majq te samg liczbe elementéw i te samg orientacje.
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Geometryczne dodawanie i odejmowanie wektorow

Aby doda¢ do siebie dwa wektory w sposob geometryczny, umies¢ je tak, aby koniec jednego wektora
znajdowal sie w poczatku drugiego. Wektor bedacy wynikiem dodawania zaczyna sie w poczatku
pierwszego wektora i konczy w koncu drugiego (czegé¢ A rysunku 2.2). Mozesz rozszerzy¢ te proce-
dure na sumowanie dowolnej liczby wektoréw: po prostu ul6z wszystkie wektory w taki sposéb,
zeby koniec poprzedniego byl poczatkiem nastepnego. Suma tych wektoréw to odcinek biegnacy
od poczatku pierwszego wektora do konca ostatniego.

A) B)
6 Wektory v, wiv+w 5 Wektory v, wiv—w
| - v
- v W
4 v+W 4 AW
2 2
0 0
-2 -2
-4 -4
-6 L 3 L3 r . -6 . . r . -
-6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 @

Rysunek 2.2. Suma i réznica dwdch wektoréw

Geometryczne odejmowanie wektoréw przebiega nieco inaczej, ale rdwniez w bardzo prosty sposéb.
Ustaw dwa wektory tak, aby ich poczatki znajdowaly sie w tym samym punkcie (mozna to tatwo
zrobi¢, umieszczajac oba wektory w pozycji standardowej); wektor bedacy wynikiem odejmowa-
nia to odcinek biegnacy od korica wektora odejmowanego do korica wektora, od ktérego odejmujemy
(czes$¢ B rysunku 2.2).

Nie lekcewaz znaczenia geometrii odejmowania wektoréw, jest ona bowiem podstawa ortogonalnego
rozkladu wektora, ktéry z kolei jest podstawg liniowej metody najmniejszych kwadratéw, czyli
jednego z najwazniejszych zastosowan algebry liniowej w nauce i inzynierii.

Mnozenie wektoréw przez skalar

W algebrze liniowej skalar to samodzielna liczba, ktéra nie znajduje si¢ wewnatrz wektora lub
macierzy. Zazwyczaj skalary oznacza si¢ matymi greckimi literami, takimi jak « lub A. Z tego powodu
mnozenie wektora przez skalar zapisuje si¢ na przyktad jako fu.

Mnozenie wektora przez skalar jest bardzo proste i polega na pomnozeniu kazdego elementu wektora
przez skalar. Mygle, ze do zrozumienia tej operacji wystarczy jeden przyklad (réwnanie 2.5).
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Réwnanie 2.5. Mnozenie wektora przez skalar (lub skalara przez wektor)

9 36
A=4 w= [4],/’lw=[16l
1 4

Wektor zerowy

Wektor sktadajacy sie z samych zer nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy pogrubionym
zerem (0). W algebrze liniowej wektor ten ma szczegdlne znaczenie. Rozwigzanie problemu
wykorzystujace wektor zerowy jest czesto nazywane rozwigzaniem trywialnym. Rozwigzanie
to czesto si¢ odrzuca. Algebra liniowa jest pelna takich stwierdzen jak ,,znajdz niezerowy wektor
bedacy rozwigzaniem...” lub ,,znajdz nietrywialne rozwigzanie...”.

Wspomnialem wcze$niej, ze typ danych wykorzystywany do przechowywania wektora czasami
ma znaczenie, a czasami nie. Przykladem, w ktorym jest on istotny, jest mnozenie wektoréw przez
skalar:

s= 2

a = [3,4,5] #lista

b = np.array(a) # tablica NumPy

print(a*s)
print(b*s)

> [3,4,5,3,4,5]

>> [ 6810 ]
W powyzszym kodzie zdefiniowalem skalar (zmienna s) oraz wektor w postaci listy (zmienna a).
Nastepnie przekonwertowatem liste na tablice NumPy (zmienna b). W Pythonie operator gwiazdki
jest przecigzony, co oznacza, ze jego zachowanie zalezy od typu zmiennej. Mnozenie listy przez
skalar zwielokrotnia zawarto$¢ listy s razy (w tym przypadku dwa razy), co zdecydowanie nie
odpowiada mnozeniu wektoréw przez skalar z algebry liniowej. Jednak gdy wektor jest przechowy-
wany w postaci tablicy NumPy, gwiazdka jest interpretowana jako mnozenie odpowiadajacych
sobie element6w. (Oto mate ¢wiczenie: co si¢ stanie, gdy zdefiniuje s jako 2.0 i dlaczego?"). Obie
te operacje (powtarzanie zawartoéci listy i mnozenie wektoréw przez skalar) sa uzywane w praktyce.
Pamietaj wiec o réznicach pomiedzy nimi.

Dodawanie wektorow i skalarow

W algebrze liniowej dodawanie do siebie wektordw i skalaréw nie jest formalnie zdefiniowane.
Sa to dwa rézne rodzaje obiektow matematycznych i nie mozna ich ze soba faczy¢. Natomiast
programy do obliczent numerycznych, takie jak Python, pozwalaja dodawac¢ do siebie skalary i wektory
w sposdb podobny do tego, w jaki przeprowadzane jest mnozenie wektora przez skalar. W operaciji tej
skalar jest po prostu dodawany do kazdego elementu wektora. Koncepcje te pokazalem na ponizszym
listingu:

' Wyrazenie a*s zwroci blad, poniewaz zwielokrotnianie listy jest mozliwe tylko przy uzyciu liczb catkowitych.
Nie da sie powtdrzy¢ zawartodci listy 2,72 razal
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s= 2

v = np.array([3,6])
S+vV

>> [5 8]

Geometria mnozenia wektor — skalar

Dlaczego skalary nazywane s ,,skalarami”? Nazwa ta pochodzi od ich interpretacji geometrycznej.
Skalary skaluja wektory bez zmiany ich kierunku. Mnozenie wektora przez skalar skutkuje jednym
z czterech efektdéw. w zaleznoéci od tego. czy skalar jest wiekszy niz 1, ma wartoé¢ z przedzialu
0d 0 do 1, ma warto$¢ 0 czy jest ujemny. Efekty te pokazalem na rysunku 2.3.

o=1.00 o=2.00 o=0.33 o= 0.00 o= -0.67
2 21 2 2 2
1 1 1 1 1
ol 1] oLl f) Gl ] il oLl A
=1 —1-|I -1 =1 -1
-2-10 1 2 -2-10 1 2 -2-10 1 2 -2-10 1 2 -2-10 1 2

Rysunek 2.3. Ten sam wektor (czarna strzatka) pomnozony przez rézne skalary o (wynikowy wektor zostat
zaznaczony na szaro i odrobing przesunigty, aby byt lepiej widoczny)

Wspomniatem weczesniej, ze skalary nie zmieniaja kierunku wektora. Natomiast na rysunku widac¢,
ze po pomnozeniu wektora przez ujemny skalar jego zwrot zmienit si¢ na przeciwny (to znaczy
wektor obrécil sie 0 180°). Kierunek wektora jest okreslony przez prosta przechodzacy przez poczatek
i koniec wektora (w nastepnym rozdziale nazwe te prosta podprzestrzenia jednowymiarowa). W tym
sensie ,,obrocony” wektor nadal wskazuje te samg prosta, a zatem ujemny skalar nie zmienil jego
kierunku. Ta interpretacja ma znaczenie w kontekscie przestrzeni macierzowych oraz wektoréw wta-
snych i osobliwych. Wiszystkie je omdwie w kolejnych rozdziatach.

Mnozenie wektoréw przez skalar w polaczeniu z dodawaniem wektoréw prowadzi do usredniania
wektoréw. Udrednianie wektoréw przebiega tak samo jak liczenie $redniej i polega na dodaniu
ich do siebie oraz podzieleniu wyniku przez liczbe sktadnikéw sumy. A zatem aby usredni¢ dwa
wektory, nalezy je do siebie doda¢, a nastepnie wynik pomnozy¢ przez skalar 0,5. Ogélnie rzecz
biorac, aby usredni¢ N wektordw, nalezy je do siebie doda¢ i pomnozy¢ wynik przez '/y.

Transpozycja

Poznale$ juz operacje transpozycji: pozwala ona zmieni¢ wektory kolumnowe w wektory wierszowe
i odwrotnie. Podam teraz nieco bardziej formalng definicje, ktora pozwala transponowa¢ réwniez
macierze (rozdzial 5.).

Macierz sktada si¢ z wierszy i kolumn. Kazdy element macierzy ma indeks (wiersz, kolumna). Opera-
¢ja transpozycji po prostu zamienia te indeksy miejscami. Formalng definicje tej zamiany znajdziesz
w réwnaniu 2.6.
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Réwnanie 2.6. Operacja transpozycji

T _

m;; = my;
W zaleznosci od orientacji wektory majg jeden wiersz lub jedng kolumne. Na przyklad wektor wierszowy
z przestrzeni sze$ciowymiarowej zawiera indeks i = 1, natomiast indeks j zmienia si¢ w nim od 1 do 6.
Sze$ciowymiarowy wektor kolumnowy ma indeks j = 1, natomiast indeks i zmienia si¢ w nim od
1 do 6. A zatem zamiana indekséw i, j miejscami spowoduje zamiang¢ wierszy i kolumn.

Uwaga: dwukrotna transpozycja przywraca wektorowi jego pierwotng orientacj¢. Innymi stowy
v = v. Cho¢ moze sie to wydawaé oczywiste i trywialne, tozsamos¢ ta jest kluczowym elementem
kilku waznych dowodéw w nauce o danych i uczeniu maszynowym. Pozwala ona miedzy innymi
tworzy¢ symetryczne macierze kowariancji poprzez mnozenie macierzy danych przez jej transpozycje
(co z kolei jest powodem, dla ktdrego analiza gtéwnych skladowych jest ortogonalnym obrotem
w przestrzeni danych... nie martw sig, to zdanie zyska sens w dalszej czesci ksiazkil!).

Broadcasting w Pythonie

Broadcasting to operacja, ktora istnieje tylko w nowoczesnej algebrze liniowej wykonywanej na
komputerach. Nie jest to procedura, ktéra mozna znalez¢ w tradycyjnym podreczniku do algebry
liniowe;.

Broadcasting polega na wielokrotnym powtérzeniu operacji miedzy jednym wektorem a kazdym
elementem innego wektora. Spdjrz na nastepujacy cigg rownan:

[1 1]+[10 20]
[2 2]+[10 20]
[3 3]+[10 20]

Zwrd¢ uwage na wzor w wektorach. Mozemy zwiezle zaimplementowac ten ciag przeksztalcen,
kondensujac te elementy w wektorach [1 2 3] i [10 20], kt6re nastepnie dodamy do siebie z wyko-
rzystaniem broadcastingu. Oto jak obliczenia te wygladatyby w Pythonie:

v = np.array([[1,2,3]]).T #wektor kolumnowy
w = np.array([[10,20]])  # wektor wierszowy
v + w #dodawanie z uzyciem broadcastingu

>> array([[11, 21],
(12, 22],
(13, 23]1)
Jest to kolejny przyktad, w ktérym orientacja ma znaczenie: sprobuj uruchomi¢ powyzszy kod,
zmieniajgc v w wektor wierszowy i w w wektor kolumnowy

Poniewaz broadcasting umozliwia wydajne i zwarte obliczenia, czesto wykorzystuje si¢ go w oblicze-
niach numerycznych. W tej ksigzce zobaczysz kilka przykladéw broadcastingu. Wykorzystam go
na przyktad w podrozdziale dotyczacym klasteryzacji za pomocg algorytmu k-érednich (rozdziat 4.).

> W tym przypadku Python réwniez przeprowadzi broadcasting, ale wynik bedzie macierza 3 X 2, a nie 2 X 3.
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Modut wektora i wektory jednostkowe

Modut wektora (nazywany takze dlugoécia geometryczna lub norma) to odleglos¢ od poczatku
do konca wektora. Oblicza sie go za pomoca standardowego wzoru na odleglos¢ w przestrzeni eukli-
desowej, czyli jako pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratéw elementéw wektora (réwnanie 2.7).
Modut wektora oznacza si¢ za pomocg symbolu sktadajacego si¢ z podwojnych pionowych kresek
umieszczonych po obu stronach nazwy wektora: || v |I.

Réwnanie 2.7. Norma wektora

W niektdrych zastosowaniach wykorzystuje si¢ kwadrat modutu (oznaczany jako || v [12). W tym
przypadku po prawej stronie powyzszej formuly nie wystepuje pierwiastek kwadratowy.

Zanim pokaze Ci kod w Pythonie, pozwol, Ze wyjasnie jeszcze kilka rozbieznoéci terminologicz-
nych pomiedzy algebrg liniowg uprawiang ,,na tablicy” a algebra liniowa w Pythonie. W matematyce
wymiarowos$¢ wektora to liczba elementdw, ktére si¢ w nim znajduja, a dtugos¢ wektora to odle-
glo$¢ w sensie geometrycznym. Natomiast w Pythonie funkgcja Ten() (gdzie 1en jest skrétem od ang.
length — ,,dlugo$¢”) zwraca wymiarowos¢ tablicy, podczas gdy funkcja np.norm() oblicza dlugos¢
geometryczng (modut). Aby uniknaé nieporozumien, w tej ksigzce bede uzywal terminu ,modut”
(lub ,,dlugosé¢ geometryczna”) zamiast ,,dlugos¢™
v = np.array([1,2,3,7,8,9])

v_dim = len(v) #wymiarowos¢ w sensie matematycznym
v_mag = np.linalg.norm(v) # modut, dlugos¢ geometryczna lub norma

W niektorych zastosowaniach potrzebujemy wektora o dlugo$ci geometrycznej réwnej 1. Wektor ten
nazywamy wektorem jednostkowym. Wektory jednostkowe wykorzystuje si¢ na przyktad w ma-
cierzach ortogonalnych, macierzach rotacji, wektorach wlasnych i wektorach osobliwych.

Wektor jednostkowy definiuje si¢ jako || v [|= 1.

Nie musze chyba dodawa¢, ze wiele wektoréw nie jest wektorami jednostkowymi. (Kusi mnie,
aby napisac¢, ze ,,wiekszo$¢ wektordw nie jest wektorami jednostkowymi”, ale istnieje nieskonczenie
wiele wektoréw jednostkowych i nieskoniczenie wiele wektoréw niejednostkowych. Co gorsza
zbidr tych pierwszych jest réwnoliczny ze zbiorem tych drugich). Na szczeécie z kazdym wektorem
niejednostkowym zwiazany jest wektor jednostkowy. Oznacza to, ze mozemy utworzy¢ wektor
jednostkowy o kierunku zgodnym z odpowiadajacym mu wektorem niejednostkowym. Utworzenie
takiego wektora jednostkowego jest proste. Wystarczy pomnozy¢ wektor niejednostkowy przez
skalar bedacy odwrotnoscia jego dlugosci geometrycznej (réwnanie 2.8).

Réwnanie 2.8. Tworzenie wektora jednostkowego

. 1
V=——

vl
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Przyjelo sie, ze wektory jednostkowe (¥) maja ten sam zwrot co powigzane z nimi wektory niejednost-
kowe (v). Sytuacje te pokazalem na rysunku 2.4.

A
S

Rysunek 2.4. Wektor jednostkowy (szara strzatka) mozna utworzyé na podstawie wektora niejednostkowego
(czarna strzatka); oba majg ten sam kierunek, ale réznig si¢ dlugoscig geometryczng

W rzeczywistosci twierdzenie, ze ,,z kazdym wektorem niejednostkowym zwigzany jest wektor jed-
nostkowy”, nie jest do konica prawdziwe. Istnieje wektor, ktérego modul jest rézny od 1 i nie jest
z nim zwigzany zaden wektor jednostkowy. Czy potrafisz zgadng¢, jaki to wektor??

W tym podrozdziale nie zamiescitem kodu tworzacego wektory jednostkowe, poniewaz jego napisa-
nie jest jednym z ¢wiczen zamieszczonych na konicu tego rozdziatu.

lloczyn skalarny wektoréw

Iloczyn skalarny (czasami nazywany iloczynem wewnetrznym) jest jedna z najwazniejszych
operacji w calej algebrze liniowej. Jest to podstawowy blok obliczeniowy, ktéry wykorzystuje sie
w wielu operacjach i algorytmach algebry liniowej, m.in. w obliczaniu splotu/konwolucji i korelacji,
transformacie Fouriera, mnozeniu macierzy, liniowej ekstrakeji cech oraz filtrowaniu sygnatu.

Istnieje kilka sposobéw oznaczania iloczynu skalarnego dwdch wektoréw. Najczeéciej bede stosowat
do$¢ powszechng notacje a’™b z powodéw, ktdre stang si¢ jasne po zapoznaniu si¢ z mnozeniem
macierzy. Czasami iloczyn skalarny wektoréw oznacza si¢ réwniez jako a - b lub <a, b>.

Iloczyn skalarny to pojedyncza liczba, ktéra dostarcza nam informacje o relacji miedzy dwoma
wektorami. Najpierw skupimy sie na algorytmie obliczania iloczynu skalarnego. Nastepnie wyjaénie,
jak nalezy interpretowac jego wynik.

Aby obliczy¢ iloczyn skalarny, musisz wymnozy¢ odpowiadajace sobie elementy z dwoch wektoréw,
a nastepnie doda¢ do siebie otrzymane wyniki. W réwnaniu 2.9 a i b s wektorami, a; za$ oznacza
i-tg sktadowg wektora a.

> Wektor zerowy ma dtugos¢ geometryczng rowng 0. Z wektorem tym nie jest zwigzany zaden wektor jednostkowy,
poniewaz wektor zerowy nie ma kierunku i nie da sie go przeskalowac tak, aby jego dlugo$¢ byla rézna od zera.
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Réwnanie 2.9. Definicja iloczynu skalarnego wektoréw

6= Zaibi

i=1
Z powyzszego wzoru mozemy wywnioskowa¢, ze iloczyn skalarny da sie obliczy¢ tylko miedzy
dwoma wektorami o tej samej wymiarowoéci. Przyktad liczbowy pokazalem w réwnaniu 2.10.

Réwnanie 2.10. Przyktad obliczenia iloczynu skalarnego

[T 2 3 4][5 6 7 8 =1-5+2:6+3-7+4-8
=5+12+21+32
=70

Irytujace indeksowanie

Standardowa notacja matematyczna i niektore zorientowane na matematyke pro-

A gramy do wykonywania obliczent numerycznych, takie jak MATLAB i Julia, rozpoczy-
naja indeksowanie od 1 i koriczg na N. Natomiast w niektdrych jezykach progra-
mowania, takich jak Python i Java, indeksowanie rozpoczyna si¢ od 0 i koficzy na
N - 1. Nie chce debatowa¢ nad zaletami i ograniczeniami kazdego z tych rozwigzan
(cho¢ czasami zastanawiam sie, ile bledéw spowodowala ta niekonsekwencja). Wazne
jest, aby pamietac o tej réznicy podczas thumaczenia wzoréw matematycznych na kod
w Pythonie.

Istnieje wiele sposobéw implementacji iloczynu skalarnego w Pythonie, a najprostszym sposobem
jego obliczenia jest uzycie funkgji np.dot():
v = np.array([1,2,

= 3,41)
w = np.array([5,6,7,8])
np.dot(v,w)

Uwaga dotyczaca np.dot ()
Funkgja np.dot () w rzeczywistosci nie jest implementacja wektorowego iloczynu
N skalarnego, lecz implementacja mnozenia macierzy, ktore jest zbiorem iloczynéw
skalarnych. Wyjasni si¢ to, gdy zapoznasz sie¢ z zasadami i mechanizmami mnoze-
nia macierzy (rozdzial 5.). Jesli chcesz teraz zbada¢ dziatanie tej funkcji, mozesz
zmodyfikowad powyzszy kod i nada¢ obu wektorom orientacje (iloczyn wektora wier-
szowego 1 kolumnowego). Po kilku eksperymentach odkryjesz, ze funkcja zwraca
wynik iloczynu skalarnego tylko wtedy, gdy jej pierwszy argument jest wektorem
wierszowym, a drugi wektorem kolumnowym.

Oto ciekawa wlasnos¢ iloczynu skalarnego: pomnozenie przez skalar jednego z wystepujacych w nim
wektoréw spowoduje przeskalowanie iloczynu skalarnego o te samg warto$¢. Mozesz to sprawdzi¢,
modyfikujac powyzszy kod:

s =10
np.dot (s*v,w)
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IHloczyn skalarny v i w ma warto$¢ 70, a iloczyn skalarny z uzyciem s*v (co w notacji matematycz-
nej mozna by zapisac jako ov'w) to 700. Sprébuj powtdrzy¢ te obliczenia z ujemnym skalarem,
np.s = -1. Zobaczysz, ze wartoé¢ iloczynu skalarnego zostanie zachowana, ale jego znak zmieni
sie na przeciwny. Oczywiécie gdy s = 0, to iloczyn skalarny bedzie réwny zero.

Wiesz juz, jak obliczy¢ iloczyn skalarny. Zastanowmy sie, co oznacza ta wartos¢ i jak sie ja interpretuje.

Tloczyn skalarny mozna interpretowac jako miare podobietistwa lub odwzorowanie miedzy dwoma
wektorami. Wyobraz sobie, ze masz dane dotyczace wzrostu i wagi 20 oséb, ktore przechowujesz
w dwoch wektorach. Z pewnosécig mozemy oczekiwaé, ze te zmienne s3 ze sobg w jaki$ sposob
powigzane (wyzsze osoby zwykle waza wiecej), a zatem mozna by oczekiwag, ze iloczyn skalarny
tych dwdch wektoréw bedzie duzy. Z drugiej strony warto$¢ iloczynu skalarnego zalezy od skali
danych, co oznacza, ze iloczyn skalarny danych mierzonych w gramach i centymetrach bedzie
wigkszy niz iloczyn skalarny tych samych danych zapisanych w funtach i stopach. To arbitralne
skalowanie mozna jednak wyeliminowa¢ za pomocg wspotczynnika normalizacji. Znormalizowany
iloczyn skalarny dwdch zmiennych nazywamy wspoélczynnikiem korelacji Pearsona. Jest to jedna
z najwazniejszych miar stosowanych w nauce o danych. Wiecej na ten temat w rozdziale 4.!

lloczyn skalarny jest rozdzielny wzgledem dodawania

W matematyce rozdzielno$¢ wzgledem dodawania polega na tym, ze a(b + ¢) = ab + ac. W katego-
riach wektoréw i ich iloczynu skalarnego oznacza to, ze:

a"(b+c)=a'b+a’c
Mozna powiedzie¢, ze iloczyn skalarny sumy wektoréw jest rowny sumie iloczynéw skalarnych.
W ponizszym kodzie w Pythonie pokazalem rozdzielno$¢ iloczynu skalarnego wzgledem dodawania:

v = np.array([ 0,1,2])

b = np.array([ 3,5,8 1)
c = np.array([ 13,21,34 1)

# iloczyn skalarny jest rozdzielny wzgledem dodawania
resl = np.dot( a, b+c )
res2 = np.dot( a,b ) + np.dot( a,c )

Zmienne resl i res2 zawierajg te samg warto$¢ (dla tych wektordw jest to 110), co ilustruje rozdziel-
nos¢ iloczynu skalarnego wzgledem dodawania. Zwrd¢ uwage na to, w jaki sposdb wzdr matema-
tyczny zostal przettumaczony na kod w Pythonie. Tlumaczenie wzoréw na kod jest wazng umie-
jetnoécig w programowaniu zorientowanym na matematyke.

Geometryczna interpretacja iloczynu skalarnego

Istnieje rowniez geometryczna definicja iloczynu skalarnego. Zgodnie z nig iloczyn skalarny to iloczyn
moduléw dwdch wektoréw przeskalowany przez cosinus kata pomiedzy nimi (réwnanie 2.11).

Réwnanie 2.11. Geometryczna definicja iloczynu skalarnego wektora

a = cos (GV_W) Iviilwl
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Réwnania 2.912.11 sg sobie réwnowazne, ale zostaly zapisane w dwdch réznych formach. Dowéd ich
réwnowaznosci jest interesujacym zadaniem z obszaru analizy matematycznej, ale jego zapre-
zentowanie wymagatoby okolo strony tekstu. Dowéd ten opiera si¢ na uprzednim udowodnieniu
innych zasad, w tym twierdzenia cosinuséw. Z punktu widzenia tresci tej ksigzki dowdd ten nie jest
istotny i zdecydowalem si¢ go pomina¢.

Zauwaz, ze moduly wektorow sa wielkos$ciami $cisle dodatnimi (z wyjatkiem wektora zerowego,
dla ktérego || v [I= 0). Natomiast cosinus kata pomiedzy wektorami to warto$¢ z przedziatu od -1
do +1. Oznacza to, ze znak iloczynu skalarnego zalezy jedynie od geometrycznej relacji pomiedzy
wektorami. Rysunek 2.5 przedstawia pie¢ przypadkéw wartosci znaku iloczynu skalarnego w zaleznosci
od kata miedzy dwoma wektorami (na rysunku zostaty pokazane wykresy dwuwymiarowe, ale zasada
ta obowiazuje takze w przestrzeniach o wiekszej liczbie wymiaréw).

Kat Kat Wektory Wektory Wektory
ostry rozwarty  ortogonalne  wspétliniowe  wspétliniowe
6<90° 6>90° 6=90° 6=0° 6=180°

a/' Vel

b —_— —_—

c0s(8)>0 c0s(0)<0 0s(6)=0 cos(8)=1 cos(6)=-1
0

a>0 a<0 a= a=|al |b| a=—a| |b|

Rysunek 2.5. Znak iloczynu skalarnego dwéch wektorow okresla zaleznosé geometryczng miedzy wektorami

Zapamietaj: iloczyn skalarny wektoréw ortogonalnych ma wartosc zero

Niektdrzy nauczyciele matematyki uwazaja, Ze nie nalezy zapamietywa¢ wzoréw i ter-
minéw, lecz trzeba rozumie¢ procedury i dowody. BadZzmy szczerzy: zapamiety-
wanie jest wazng i nieunikniong czeéciag nauki matematyki. Na szczescie algebra
liniowa nie wymaga zapamietania zbyt wielu informacji. Jest jednak kilka rzeczy, ktére
po prostu nalezy zapamietac.

Oto jedna z nich: iloczyn skalarny wektoréw ortogonalnych ma wartos¢ zero (twier-
dzenie to dziala w obie strony — gdy iloczyn skalarny jakichs wektoréw wynosi zero,
to te dwa wektory sg ortogonalne wzgledem siebie). A zatem nastepujace stwierdzenia
s3 sobie réwnowazne: dwa wektory sg ortogonalne; iloczyn skalarny dwoch wektorow
jest réwny zero; dwa wektory przecinajg si¢ pod katem 90°. Powtarzaj te rOwnowaz-
noé¢, az trwale zapisze si¢ ona w Twojej pamieci.

Inne sposoby mnozenia wektorow

Iloczyn skalarny jest prawdopodobnie najwazniejszym i najczesciej uzywanym sposobem mnozenia
wektorow. Istnieje jednak kilka innych sposobéw mnozenia wektordw.
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lloczyn Hadamarda

Iloczyn ten to tylko wymyslne okreslenie na mnozenie odpowiadajacych sobie elementéw. Imple-
mentacja iloczynu Hadamarda polega na pomnozeniu odpowiadajacych sobie elementéw z obu
wektoréw. Wynik tego iloczynu jest wektorem o tej samej wymiarowosci co jego skladniki. Na przyktad:

5 1 5
4 ol _| o
860,5_ 4
2 -1 -2

W Pythonie do mnozenia odpowiadajacych sobie elementéw wektoréw lub macierzy stuzy operator
gwiazdki:

np.array([5,4,8,2])
np.array([1,0,.5])

a =
b =
a*

o

Sprébuj uruchomic ten kod w Pythonie... Och! Python zwrécil bfad. Znajdz go i sprobuj naprawic.
Czego mozna si¢ nauczy¢ o iloczynie Hadamarda na podstawie tego bledu? Odpowiedz znajdziesz
w przypisie®.

Iloczyn Hadamarda jest wygodnym sposobem implementacji wielokrotnych mnozen przez skalar.
Wryobraz sobie, ze masz dane dotyczace liczby przedmiotéw sprzedanych w réznych sklepach oraz
ich ceny w kazdym z nich. Kazdg zmienng mozesz przedstawi¢ jako wektor, a nastepnie obliczy¢
ich iloczyn Hadamarda. W wyniku otrzymasz przychody ze sprzedazy poszczegdlnych towaréw
w konkretnych sklepach (jest to co$ innego niz faczny przychdd ze sprzedazy wszystkich produktéw
we wszystkich sklepach, ktéry mozna obliczy¢ jako iloczyn skalarny tych wektorow).

lloczyn zewnetrzny

Iloczyn zewnetrzny to sposdb na utworzenie macierzy z wektora kolumnowego i wierszowego.
Kazdy wiersz w macierzy bedacej wynikiem tego iloczynu jest wynikiem mnozenia wektora wierszo-
wego przez skalar pochodzacy z odpowiadajacej mu pozycji w wektorze kolumnowym. Mozemy
réwniez powiedzie¢, ze kazda kolumna wynikowej macierzy jest wynikiem mnozenia wektora kolum-
nowego przez skalar bedacy odpowiadajacym mu elementem wektora wierszowego. W rozdziale 6.
wynik tego mnozenia bede nazywat ,,macierzg rzedu pierwszego”, ale na razie nie martw si¢ znacze-
niem tego okredlenia i skup si¢ na wzorcu przedstawionym w ponizszym przykladzie:

a ad ae
[b] [d e]=[bd bel

c cd ce

* Blad jest zwigzany z tym, ze wektory te maja rézng wymiarowos¢. Pokazuje on, ze iloczyn Hadamarda jest zdefinio-
wany jedynie dla wektorow o tej same;j liczbie sktadowych. Mozesz naprawi¢ ten blad, usuwajac jedna warto$¢ z wektora
a lub dodajac jedng sktadows do wektora b.
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Litery w algebrze liniowej

Ze szkoly $redniej wiesz, ze stosowanie liter w roli abstrakcyjnych symboli zastepczych dla liczb
pozwala poznaé¢ matematyke glebiej niz sama arytmetyka. Ta sama koncepcja ma zastosowanie
w algebrze liniowej. Czasami, gdy ulatwia to zrozumienie, wewnatrz macierzy nauczyciele umiesz-
czajq litery zamiast liczb. Mozesz o nich mysle¢ tak jak o zmiennych.

Iloczyn zewnetrzny rézni sie znacznie od iloczynu skalarnego. Jego wynikiem jest macierz, a nie
skalar. Dwa wektory bedace elementami iloczynu zewnetrznego moga naleze¢ do przestrzeni o réznej
liczbie wymiar6w, co jest niedopuszczalne w iloczynie skalarnym, w ktérym wymiarowo$¢ obu
wektoréw musi by¢ taka sama.

Tloczyn zewnetrzny zapisujemy jako vw! (pamietaj, ze zakladamy, iz wektory sa wektorami kolumno-
wymi, a zatem iloczyn zewnetrzny polega na pomnozeniu kolumny przez wiersz). Zwrdo¢ uwage
na subtelng, ale wazng roznice miedzy zapisem iloczynu skalarnego (v'w) i iloczynu zewnetrznego
(vw"). Zapis ten moze si¢ wydawa¢ dziwny i nieco zagmatwany, ale obiecuje, ze zyska on sens,
gdy zapoznasz si¢ z mnozeniem macierzy opisanym w rozdziale 5.

Iloczyn zewnetrzny przypomina nieco operacj¢ broadcastingu, ale nie jest to samo: broadcasting
to funkcjonalno$¢ jezyka programowania, ktéra pozwala rozszerza¢ wektory podczas wykonywania
operagji arytmetycznych, takich jak dodawanie, mnozenie i dzielenie, natomiast iloczyn zewnetrzny jest
procedurg matematyczng stuzacg do mnozenia dwdch wektoréw.

W NumPy mozesz obliczy¢ iloczyn zewnetrzny za pomocg funkcji np.outer(). Wyznaczysz go
réwniez za pomocy funkgji np.dot (), jesli przekazesz jej w pierwszym argumencie wektor kolum-
nowy, a w drugim wektor wierszowy.

lloczyn wektorowy i mieszany

Istnieje kilka innych sposobéw mnozenia wektoréw, w tym iloczyn wektorowy lub mieszany.
Metody te sg stosowane w geometrii i fizyce, ale w zastosowaniach zwigzanych z informatyka nie
pojawiaja sie na tyle czgsto, aby poswigca¢ im wigcej uwagi w tej ksigzce. Wspominam o nich tylko po
to, aby$ byl zaznajomiony z ich nazwami.

Ortogonalny rozktad wektora

»Rozklad” wektora lub macierzy oznacza rozbicie tych struktur na wiele prostszych elementéw.
Celem rozkladéw jest ujawnienie informacji ,,ukrytych” w macierzy. Robi sie to, aby ulatwi¢ sobie
prace z macierzg lub skompresowad przechowywane w niej dane. Stwierdzenie, ze znaczna cze$¢
algebry liniowej (zaréwno abstrakcyjnej, jak i praktycznej) to rozktady macierzy, nie jest przesada.
Rozklady macierzy to wielka sprawa.

Pozwdl, ze wyjasnie Ci pojecie rozkladu na dwéch prostych przyktadach liczbowych:

o Liczbe 42,01 mozemy rozlozy¢ na dwie czesci: 42 i 0,01. Wartos¢ 0,01 moze by¢ szumem, ktory
chee odfiltrowa¢, a moze zalezy mi na kompresji danych (do zapamigtania liczby 42 w typie
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catkowitoliczbowym potrzeba mniej pamieci niz do zapisania zmiennoprzecinkowej warto-
$ci 42,01). Niezaleznie od motywacji rozklad polega na przedstawieniu jednego obiektu mate-
matycznego w postaci sumy prostszych skfadnikow (42 = 42 + 0,01).

o Liczbe 42 mozemy tez rozlozy¢ na iloczyn liczb pierwszych 2, 3 i 7. Rozklad ten nazywamy
rozkladem na czynniki pierwsze. Ma on wiele zastosowan w obliczeniach numerycznych
oraz w kryptografii. W tym przykladzie zamiast sumy otrzymujemy iloczyn, ale cel jest nadal
ten sam: chcemy rozlozy¢ jeden obiekt matematyczny na mniejsze, prostsze czesci.

W tym podrozdziale przyjrzymy sie prostemu, ale waznemu rozkladowi, ktéry polega na rozbiciu
wektora na dwa wektory, z ktorych jeden jest prostopadly, a drugi réwnolegly do wektora referencyj-
nego. Rozktad ortogonalny wektoréw prowadzi bezposrednio do procedury Grama-Schmidta i roz-
ktadu QR, ktory czesto wykorzystuje sie do rozwiazywania probleméw odwrotnych w statystyce.

Zacznijmy od rysunku, ktory pozwoli Ci zwizualizowa¢ sobie cel rozktadu. Na rysunku 2.6 pokazatem
nastepujaca sytuacje: mamy dwa wektory, a i b, w pozycji standardowej i chcemy znalez¢ punkt
lezacy na wektorze a, ktéry znajduje si¢ jak najblizej konca wektora b. Problem ten mozna réwniez
wyrazi¢ w kategoriach optymalizacji: szukamy rzutu wektora b na wektor a, dla ktérego odlegtos¢
jest minimalna. Oczywiécie punkt znajdujacy sie na wektorze a bedzie przeskalowang wersja a.
Innymi stowy bedzie to fa. A zatem naszym celem jest znalezienie skalara . (Zwiazek tego opisu
z ortogonalnym rozktadem wektoréw wkrétce stanie sie jasny).

Rysunek 2.6. Do znalezienia rzutu punktu znajdujgcego sig w kovicu wektora b na wektor a minimalizujgcego
odleglos¢ potrzebujemy wzoru na f, dla ktorego dlugos¢ wektora b - Ba jest mozliwie najmniejsza

Co wazne, do zdefiniowania odcinka od b do fa mozemy wykorzysta¢ odejmowanie wektoréw.
Mogliby$my nada¢ temu odcinkowi wlasna litere, np. ¢, ale nie zmieni to faktu, ze do znalezienia roz-
wiazania niezbedne bedzie odejmowanie.
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Kluczowym spostrzezeniem, ktére doprowadzi nas do rozwigzania tego problemu, jest to, ze punkt
lezacy na a, ktory jest najblizej konca b, mozna znalez¢, rysujac lini¢ z b, ktora taczy si¢ z a pod
katem prostym. Wyobraz sobie tréjkat utworzony przez poczatek uktadu wspdtrzednych oraz konce
wektoréw b i fa. Diugo$¢ odcinka od b do fa wzrasta, gdy #f3a staje si¢ mniejszy lub wigkszy niz 90°.

Laczac ze sobg te informacje, mozemy wywnioskowa¢, ze b — fa musi by¢ ortogonalne do fa.
Stwierdzenie to jest rtOwnowazne temu, ze wektory te powinny by¢ do siebie prostopadte. A to ozna-
cza, ze ich iloczyn skalarny musi wynosi¢ zero. Przeksztat¢my te stowa w réwnanie:

a'(b-pa)=0

Teraz mozemy zastosowal przeksztalcenia algebraiczne do wyznaczenia z tego réwnania f3 (zwr6¢
uwage, ze skorzystatem z rozdzielnosci iloczynu skalarnego wzgledem dodawania). Przeksztalcenia
pokazalem w réwnaniu 2.12.

Réwnanie 2.12. Rozwigzanie problemu znalezienia rzutu ortogonalnego

a’Tb—paTa =0

paTa =a"b
3 a™
b= aTa

Pieknie: zaczelismy od prostego rysunku geometrycznego, zbadaliémy implikacje praw geometrii,
wyraziliémy je w postaci wzoru, a nastepnie zastosowalismy troche algebry. W rezultacie otrzymali-
$my wzor na rzutowanie punktu na prosta z zachowaniem minimalnej odleglosci. Rzut ten nazywa
sie rzutem ortogonalnym. Ma on wiele zastosowan w statystyce i uczeniu maszynowym. Wystepuje
m.in. w stynnej formule najmniejszych kwadratow wykorzystywanej do dopasowywania modeli
liniowych (rzuty ortogonalne zobaczysz w rozdzialach 9., 10.1 11.).

Mogge sobie wyobrazi¢, ze bardzo Cig ciekawi, jak wygladataby implementacja tego rzutu w Pythonie.
Nie pokaze Ci jej, poniewaz jest ona tematem zadania 2.8 z konica tego rozdzialu. Jedli nie mozesz
sie juz doczeka¢ konca tego rozdzialu, rozwiaz to ¢wiczenie teraz, a potem wré¢ do dalszego opisu
rozkladu ortogonalnego.

By¢ moze si¢ zastanawiasz, jak powyzszy opis ma si¢ do ortogonalnego rozktadu wektora, czyli
tytulu tego podrozdzialu. Rzut z minimalng odlegloscia jest niezbedny do jego zrozumienia.
Skoro go juz znasz, mozemy przej$¢ do samego rozkltadu.

Jak zwykle zaczynam od sytuacji poczatkowej i celu. Zaczynamy od dwdch wektoréw, ktére bede
nazywal ,,wektorem docelowym” i ,wektorem referencyjnym”. Naszym celem jest roztozenie
wektora docelowego na dwa inne wektory w taki sposob, ze (1) suma tych dwoch wektoréw daje
wektor docelowy oraz ze (2) jeden z tych dwdch wektoréw jest prostopadly do wektora referencyj-
nego, a drugi jest do niego réwnolegly. Sytuacje te pokazalem na rysunku 2.7.

Zanim zaczniemy zabawe w matematyke, ustalmy oznaczenia. Wektor docelowy bede nazywat
wektorem t, a wektor referencyjny wektorem r. Dwa wektory utworzone z wektora docelowego
beda nazywane sktadowg prostopadlg (t, ) oraz skfadowg rownoleglg (t,.).
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Rysunek 2.7. Ilustracja ortogonalnego rozkladu wektora: rozktadam wektor t na sume dwoch innych
wektoréw, z ktérych jeden jest ortogonalny, a drugi rownolegly do wektora r

Zaczynam od zdefiniowania skladowej réwnoleglej. Czym jest wektor rownolegly do ¥? Coz, kazda
przeskalowana wersja r jest oczywiscie rownolegla do r. A zatem aby znalez¢ t;, wystarczy po prostu
zastosowal wzor na rzut ortogonalny, ktory wlasnie odkryliémy (réwnanie 2.13).

Réwnanie 2.13. Znajdowanie sktadowej t réwnoleglej do r

t'r
tIIr =T ﬁ
Zwré6¢ uwage na subtelng réznice w stosunku do réwnania 2.12. W poprzednim réwnaniu szukaliSmy
skalara f, tym razem chcemy znalez¢ przeskalowany wektor fr.

Mamy juz sktadowg réwnolegla. Jak znalez¢ sktadowa prostopadia? Mozna to zrobié w jeszcze prost-
szy sposob, poniewaz wiemy juz, ze te dwie skladowe musza sumowac sie do pierwotnego wektora
docelowego. A zatem:
t =t 1r + t”r
t 1ir =t- tIIl‘
Innymi stowy, od pierwotnego wektora odejmujemy sktadowa réwnolegla, a otrzymana reszta to nasza
sktadowa prostopadla.

Czy wyznaczona skltadowa prostopadla naprawdeg jest prostopadla do wektora referencyjnego?
Tak! Aby to udowodni¢, wystarczy pokaza¢, ze iloczyn skalarny sktadowej prostopadlej i wektora
referencyjnego ma warto$¢ zero:

(tJ_r)Tr =0

t'r)"
<t—rm> r=0

Przeksztalcenia zastosowane w tym dowodzie sg proste, ale bardzo Zzmudne, dlatego je pomingtem.
Zamiast tego proponuje popracowac nad ¢wiczeniami, bo to pozwoli Ci wyrobi¢ sobie wyczucie
za pomocg kodu Pythona.

Mam nadzieje, ze polubile$ ortogonalny rozklad wektoréw. Raz jeszcze chcialbym zwréci¢ Twoja
uwage na ogdlng zasade towarzyszaca rozktadom: rozklad to rozbicie jednego obiektu matematycz-
nego na kombinacje innych. Szczegély dotyczace tego, jak to zrobid, zaleza od ograniczen (w tym
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przypadku byla to ortogonalnos¢ i réwnoleglos¢ wzgledem wektora referencyjnego), co oznacza,
ze rdzne ograniczenia (czyli rzne cele) moga prowadzi¢ do réznych rozkladow tego samego wektora.

Podsumowanie

Piekno algebry liniowej polega na tym, ze nawet najbardziej wyrafinowane i wymagajace duzej
mocy obliczeniowej operacje na macierzach skladajg si¢ z szeregu prostych operacji, z ktérych
wigkszo$¢ mozna zrozumie¢ za pomoca geometrycznej intuicji. Nie lekcewaz znaczenia prostych
operacji na wektorach, poniewaz to, czego nauczytes sie w tym rozdziale, bedzie stanowi¢ podstawe
dla pozostalej czgéci tej ksigzki oraz reszty Twojej kariery specjalisty w dziedzinie stosowanej algebry
liniowej (ktérym jestes, jesli robisz cokolwiek, co jest zwigzane z naukg o danych, uczeniem maszyno-
wym, sztuczng inteligencja, glebokim uczeniem, przetwarzaniem obrazu, wizja komputerows,
statystyka i tak dalej).

Oto najwazniejsze przestania tego rozdziatu:

o Wektor to uporzadkowana lista liczb umieszczonych w kolumnie lub w rzedzie. Liczbe elemen-
tow wektora nazywamy jego wymiarowosécia. Wektor mozna przedstawi¢ w postaci odcinka
W przestrzeni geometrycznej o liczbie osi réwnej wymiarowos$ci wektora.

« Kilka operacji arytmetycznych na wektorach (dodawanie, odejmowanie i iloczyn Hadamarda)
wykonuje si¢ na odpowiadajacych sobie elementach.

o Iloczyn skalarny to pojedyncza liczba, ktéra reprezentuje zwigzek miedzy dwoma wektorami
o tej samej wymiarowosci. Wartos¢ iloczynu skalarnego to suma iloczynéw odpowiadajacych
sobie elementow z dwdch wektorow.

o Iloczyn skalarny ortogonalnych wektoréw to zero. Z geometrycznego punktu widzenia oznacza,
ze wektory te s3 do siebie prostopadte.

o Ortogonalny rozklad wektora polega na przedstawieniu wektora w postaci sumy dwoch innych
wektorow, ktore sg ortogonalne i réwnolegle do wektora referencyjnego. Wzor tego rozkladu
mozna wyprowadzi¢ z geometrii, ale nalezy pamieta¢, ze wyraza on koncepcje rzutu prostokat-
nego (ortogonalnego).

Cwiczenia z programowania

Mam nadzieje, ze nie bedziesz traktowaé ponizszych ¢wiczen jako zmudnej pracy, ktéra musisz
wykona¢. Cwiczenia te s3 bowiem okazja do szlifowania umiejetnosci matematycznych i programi-
stycznych oraz sprawdzenia, czy naprawde rozumiesz material z tego rozdziatu.

Potraktuj te ¢wiczenia rowniez jako trampoline do dalszego poznawania $wiata algebry liniowej
przy uzyciu Pythona. Zmodyfikuj kod tak, aby uzywat innych liczb, innej liczy wymiaréw, réznych
orientacji itp. Stwdrz wlasny kod, aby przetestowad inne koncepcje przedstawione w tym roz-
dziale. Co najwazniejsze: baw si¢ dobrze i ucz si¢, bawiac.
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Dla przypomnienia: rozwigzania do wszystkich ¢wiczen znajdziesz pod adresem https://ftp.helion.

pl/przyklady/pralli.zip.
Cwiczenie 2.1

W zbiorze kodéw ,,brakuje” kodu odpowiedzialnego za utworzenie rysunku 2.2. (Tak naprawde
go nie brakuje — przeniostem go do rozwigzania w tym ¢wiczeniu). Twoim celem jest wiec napisanie
kodu, ktéry wygeneruje rysunek 2.2.

Cwiczenie 2.2

Napisz algorytm, ktéry oblicza norme wektora, tzn. zaimplementuj réwnanie 2.7 w kodzie.
Sprawdz poprawno$¢ rozwigzania, uzywajac losowych wektoréw o réznych wymiarach i orienta-
cjach. Upewnij sie, ze warto$¢ zwracana przez Twoj kod jest taka sama jak warto$¢ zwracana przez
np.linalg.norm(). Celem tego ¢wiczenia jest doskonalenie umiejetnosci zwigzanych z indeksowa-
niem tablic NumPy i ttumaczeniem wzoréw na kod. W praktyce fatwiej jest uzy¢ np.1inalg.norm().

Cwiczenie 2.3

Utworz funkcje, ktéra przyjmuje wektor i zwraca wektor jednostkowy o tym samym kierunku.
Co sig stanie, gdy przekazesz jej wektor zerowy?

Cwiczenie 2.4

Wiesz juz, jak tworzy sie wektory jednostkowe. Co zrobié, aby utworzy¢ wektor o dowolnej zadane;j
diugosci geometrycznej? Utworz w Pythonie funkgeje, ktéra przyjmuje wektor i Zadana diugos¢
geometryczng oraz zwraca wektor o tym samym kierunku, ktérego dtugos¢ odpowiada drugiemu
parametrowi funkcji.

Cwiczenie 2.5

Utworz petle for, ktora zamienia wektor wierszowy w wektor kolumnowy bez uzycia wbudowa-
nych w Pythona funkcji/metod, takich jak np. transpose() lub v.T. To ¢wiczenie pomoze Ci tworzy¢
i indeksowa¢ zorientowane wektory.

Cwiczenie 2.6

Oto interesujgcy fakt: kwadrat normy wektora to iloczyn skalarny tego wektora i jego samego.
Aby sie o tym przekona¢, przeanalizuj raz jeszcze réwnanie 2.8. Nastepnie potwierdz te prawidlowo$¢
za pomocg Pythona.

Cwiczenie 2.7

Utworz kod, ktéry zademonstruje przemiennos¢ iloczynu skalarnego. Przemienno$¢ oznacza, ze
a-b="-a,cow przypadku iloczynu skalarnego oznacza, ze a"b = b"a. Po sprawdzeniu prawdziwosci
tej wlasnosci w kodzie przeanalizuj réwnanie 2.9, aby zrozumie¢, dlaczego iloczyn skalarny jest
przemienny.

Cwiczenie 2.8

Utwoérz kod, ktory wygeneruje rysunek 2.6. (O ile znajda si¢ na nim wszystkie kluczowe elementy, rysu-
nek generowany przez Twoje rozwigzanie nie musi wyglada¢ dokfadnie tak jak rysunek 2.6).
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Cwiczenie 2.9

Zaimplementuj ortogonalny rozklad wektora. Zacznij od dwdch wektoréw liczb losowych tir
i sprobuj odtworzy¢ tres¢ rysunku 2.8 (ze wzgledu na liczby losowe Twoj wykres bedzie wygladat
nieco inaczej). Nastepnie potwierdz, ze obie sktadowe sumuja si¢ do t oraz ze t, . i t sa wzgledem

siebie ortogonalne.

0.2 1
0.0 4
—o2d &

—0.4

=1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Rysunek 2.8. Cwiczenie 2.9

Cwiczenie 2.10

Wazna umiejetnoscig programisty jest umiejetno$¢ radzenia sobie z bledami. Zal6zmy, ze w Twoim
kodzie znajduje si¢ btad polegajacy na tym, ze w mianowniku utamka z réwnania 2.13 znalazlto
sie tTt zamiast rTr (fatwo popelnié tego rodzaju btad i méwie to z wlasnego doswiadczenia zdobytego
podczas pisania tego rozdziatu!). Zaimplementuj kod zawierajacy ten blad i sprawdz, czy wynik
obliczony przy jego uzyciu rézni si¢ od poprawnego. Co mozesz zrobi¢, aby sprawdzi¢, czy wynik
jest poprawny? (W programowaniu poréwnywanie wartosci z wtasnego kodu ze znanymi wyni-
kami nazywamy sprawdzaniem poprawnosci (ang. sanity-checking)).
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geometryczna interpretacja, 31
wektoréw ortogonalnych, 32
wektorowy, 34
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kompresja
danych, 202
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przez skalar, 24, 26
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niezaleznoé¢ liniowa, 43
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orientacja wektora, 20
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wektorowa, 46
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przestrzen macierzy, 103
jadro, 104
jadro lewostronne, 91
kolumnowa, 84
wierszowa, 88
przesuwanie macierzy, 68, 95
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Python, 258
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formatowanie wyjécia, 273
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komunikat o bledzie, 262, 265, 271
metody, 265
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LU, 151, 160-162
macierzy kwadratowej, 203
macierzy osobliwych, 211
pelny, 144
QR, 142, 145, 176
wedlug wartoéci osobliwych, SVD, 223-228,
231, 232, 236, 242, 252, 255
analiza gtéwnych sktadowych, 239
wedlug wartoéci wlasnych, 199, 211, 216, 217,
228,236, 244
wektora, 34
rozpinanie, 46, 48
rozszerzanie macierzy, 97
rozwigzanie
minimalizujace norme, 187
trywialne, 25
rozwigzywanie
problemu najmniejszych kwadratéw, 176
uktadéw réwnan, 152, 154, 162
rownania macierzowe, 153
réwnanie wlasne, 201
réznica dwdch wektorow, 24
rzad
macierzy, 91, 95, 104, 225, 232
macierzy specjalnych, 93
rzut ortogonalny, 36

skalar, 24, 26
sklearn, 247
slicing, 64, 267
stowo kluczowe
def, 265
elif, 276
else, 276
if, 275
return, 266
solver najmniejszych kwadratow, 168
sprawdzanie poprawnosci, sanity-checking, 40

sprowadzanie do postaci schodkowej, 154, 162
stala, 152, 167
statystyka, 201
suma
dwdch wektorow, 24
kwadratéw bledéw, 174
SVD, singular value decomposition, 223
symbol R, 19
szeregi czasowe, 56
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szum, 201, 243, 255
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$§lad macierzy, 84, 103

T
tabela regresji, 186
tablica, 21
tensor, 118
transpozycja

macierzy, 74, 110
wektorow, 20, 26
tworzenie
funkcji, 265
macierzy, 64
macierzy symetrycznych, 76
ogolnego modelu liniowego, 166
wektora, 19, 21
wektora jednostkowego, 28
typy danych, 262

U

uchwyt, handle, 114

uklady réwnan, 151, 154, 162
unikalno$¢ odwrotnosci, 132
usuwanie szumoéw, 243, 255
usrednianie wektoréw, 26
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wartosci
odstajace, outliers, 179
osobliwe, 96, 223-228, 231
zamiana na wariancje, 229
wlasne, 199, 212, 228
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wierszowy, 19
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wektory wlasne, 200
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wedlug wartoéci osobliwych, 236, 243, 255
wedlug wartoéci wlasnych, 236
rzedéw macierzy, 97
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testowy, 250
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znajdowanie
wartoéci wlasnych, 203
wektorow wlasnych, 205
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Ta ksigzka Swietnie wyjasnia przydatnosc¢ algebry liniowej

i przedstawia wiele jej praktycznych zastosowan

Thomas Nield, autor ksiazek Podstawy matematyki w data science i Pierwsze kroki z SQL

Pozornie nie dzieje sie nic ztego, jesli inzynier lub analityk
danych nie rozumie algebry liniowej. Moze korzystac z juz
istniejacych narzedzi i nie przejmowac sie szczegdtami ich
implementacji. Warto jednak doktadnie poznac algorytmy
uzywane w nauce o danych i dostosowac do swoich potrzeb
istniejgce metody obliczeniowe, tutaj wiec nowoczesna
algebra liniowa okazuje sie nieodzowna. Jesli chcesz

ja poznac w nowoczesnej, praktycznej formie, najlepiej
postuzyc sig kodem i zastosowaniem algebry liniowej

w analizie danych czy symulacjach numerycznych.

To ksigzka przeznaczona dla osab, ktdre pracuja ze zbiora-
mi danych. Jest praktycznym przewodnikiem po koncep-
cjach algebry liniowej, pomyslanym tak, by utatwic ich
Zrozumienie i zastosowanie w uzytecznych obliczeniach.
Poszczegdlne zagadnienia przedstawiono za pomoca kodu
Pythona, wraz z przyktadami ich wykorzystania w nauce

0 danych, uczeniu maszynowym, uczeniu gtebokim, symu-
lacjach i przetwarzaniu danych biomedycznych. Dzieki
temu podrecznikowi nauczysz sie rachunku macierzowedo,
poznasz metody rozktadu macierzy LU i QR, a takze rozktad
wedtug wartosci osobliwych. Zapoznasz sig tez z takimi
zadadnieniami jak metoda najmniejszych kwadratow

i analiza sktadowych gtéwnych.

W ksigzce miedzy innymi:
« interpretacja i zastosowania
wektoréw i macierzy

+ rachunek macierzowy

+ pojecie zalezno&ci liniowej,
rzedu macierzy i macierzy
pseudoodwrotnej

« metody rozktadu macierzy
(w tym rozktady LU i QR)

« wyznaczanie wartosci wtasnych,
wektoréw wtasnych i wartosci
osobliwych

« zastosowania aldebry liniowej,
w tym metoda najmniejszych
kwadratow i analiza sktadowych
gtéwnych

Mike X Cohen jest profesorem
nadzwyczajnym neuronauki

w Instytucie Donders Centrum
Medycznego Uniwersytetu

im. Radbouda w Nijmeden

w Holandii. Od ponad dwudziestu
lat uczy programowania, analizy
danych, statystyki i powigzanych
z nimi zagadnien, jest tez autorem
wielu podrecznikéw.
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