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ROZDZIAL 1.

Podstawy matematyki oraz rachunku
rozniczkowego i catkowego

Pierwszy rozdzial zaczniemy od przypomnienia, czym sg liczby i jak dzialaja zmienne oraz funkcje
w ukladzie kartezjanskim. Nastepnie oméwimy potegi i logarytmy. Kolejnym krokiem bedzie za-
poznanie sie z dwiema podstawowymi operacjami rachunku rézniczkowego i catkowego: roznicz-
kowaniem i catkowaniem.

Zanim zajmiemy si¢ obszarami matematyki stosowanej, takimi jak prawdopodobienstwo, algebra
liniowa, statystyka i uczenie maszynowe, zapewne powinnisémy powtérzy¢ kilka koncepcji z za-
kresu podstaw matematyki i rachunku rézniczkowego i catkowego. Jesli w tym momencie chcesz
rzuci¢ te ksigzke i uciec z krzykiem, bez obaw! Obliczanie pochodnych i catek funkeji zaprezen-
tuje w sposob, ktorego prawdopodobnie nie uczyli Ci¢ na studiach. Bedziemy uzywaé Pythona,
a nie oléwka i papieru. Nawet jeéli nie znasz sie na pochodnych i rézniczkach, nadal nie jest do
powdd do zmartwienia.

Postaram sie, zeby dyskusja byta zwigzta i praktyczna. Skupie si¢ tylko na tym, co przyda si¢ nam
w kolejnych rozdziatach i co mozna podciagna¢ pod szyld ,,podstawy matematyki”.

Nie jest to pelna powtoérka z matematyki!
5 Nie jest to w zadnym wypadku wyczerpujacy przeglad matematyki na poziomie

szkoly $redniej i wyzszej. Jesli tego szukasz, $wietna ksigzka jest No Bullshit Guide
to Math and Physics autorstwa Ivana Savova. Kilka pierwszych rozdzialéw zawiera
najlepszy przyspieszony kurs matematyki, jaki kiedykolwiek widziatem. Ksigzka
Mathematics 1001 autorstwa dr Richarda Elwesa rowniez zawiera pokazng ilo$¢
wiedzy podzielonej na strawne porcje.

Teoria liczb

Czym sg liczby? Obiecujg, ze nie bede tu zbytnio filozofowad, ale czy liczby nie sg zdefiniowanym
przez nas konstruktem? Dlaczego mamy cyfry od 0 do 9, a nie wiecej lub mniej? Dlaczego mamy
ulamki zwykle i dziesietne, a nie tylko liczby calkowite? Obszar matematyki, w ktérym rozmy-
$lamy o liczbach i zastanawiamy sie, dlaczego zaprojektowano je w okreslony sposob, jest znany
jako teoria liczb.

1
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Teoria liczb siega czasow starozytnych, kiedy to matematycy studiowali rézne systemy liczbowe,
i wyjaénia, dlaczego zaakceptowaliémy je w znanej nam dzis postaci. Oto kilka réznych systeméw
liczbowych, o ktérych mogles styszec:

Liczby naturalne
Sa to liczby 1,2, 3,4, 5... i tak dalej. Zbiér ten obejmuje tylko liczby dodatnie i jest najstarszym
znanym systemem. Liczby naturalne sg tak stare, Ze juz jaskiniowcy prowadzili ,,dokumentacje”
poprzez wydrapywanie kresek na ko$ciach i §cianach jaskin.

Liczby catkowite nieujemne

Do liczb naturalnych z czasem dolaczono zero; zbidr ten nazywamy ,liczbami catkowitymi nie-
yjemnymi”. Babiloficzycy rozwingli tez przydatny system pozycyjny z pustymi ,,kolumnami”,
ktérego dzi§ uzywamy do zapisu liczb wiekszych niz 9, takich jak ,,10”, ,,1000” lub ,,1090”.
Zera wskazuja, ze w danej kolumnie nie ma Zadnej wartosci.

Liczby catkowite

Do liczb calkowitych nalezg liczby naturalne dodatnie i ujemne, a takze zero. My uwazamy
je za co$ oczywistego, ale starozytni matematycy traktowali liczby ujemne bardzo podejrzliwie.
Kiedy jednak odejmiesz 5 od 3, otrzymasz -2. Jest to przydatne na przyktad w finansach pod-
czas mierzenia zyskow i strat. W roku 682 n.e. indyjski matematyk Brahmagupta pokazat,
dlaczego liczby ujemne sg potrzebne do rozwigzywania réwnan kwadratowych, a liczby cat-
kowite zostaly w koncu zaakceptowane.

Liczby wymierne

Kazda liczba, ktéra mozna wyrazi¢ za pomoca ulamka zwyklego, taka jak */3, to liczba wy-
mierna. Zbiér ten obejmuje réwniez utamki dziesietne o skoriczonym rozwinieciu oraz liczby
calkowite, poniewaz je takze mozna wyrazi¢ za pomoca utamka, na przyktad (odpowiednio)
%7/100 = 6,87 oraz */, = 2. Liczby wymierne szybko uznano za potrzebne, poniewaz nie zawsze
da si¢ mierzy¢ czas, zasoby i inne wielko$ci w dyskretnych jednostkach. Mleko nie zawsze
kupuje si¢ na litry. Czasem trzeba zmierzy¢ jego ilo§¢ w czg¢sciach litra. Jesli bede biegl przez
pie¢ minut, nie zmierze przebytej odleglosci w calych kilometrach, skoro przebieglem
°/10 kilometra.

Liczby niewymierne

Liczb niewymiernych nie mozna wyrazi¢ za pomocg utamka. Zbiér obejmuje stynna liczbe 7,
pierwiastki kwadratowe niektérych liczb, na przyklad V2, oraz liczbe Eulera e, ktéra poznamy
pdzniej. Liczby te maja nieskonczenie wiele (niepowtarzajacych sie) cyfr w rozwinieciu dzie-
sietnym, na przyklad 3,141592653589793238462...

Z liczbami niewymiernymi wigze si¢ ciekawa historia. Grecki matematyk Pitagoras uwazal,
ze wszystkie liczby sg wymierne. Wierzy! w to tak zarliwie, Ze stworzyt religie, ktéra wyzna-
wala liczbe 10. ,,Blogostaw nam, boska liczbo, ktéra zrodzita$ bogéw i ludzi!”, modlili sie on
i jego zwolennicy (dlaczego akurat ,,10” byla tak szczegélna, trudno powiedzie¢). Legenda
glosi, Ze jeden z jego ucznioéw, Hippasus, udowodnil, ze nie wszystkie liczby s wymierne, na
przykladzie pierwiastka kwadratowego z 2. Powaznie naruszylo to system wierzen Pitago-
rasa, ktory nakazal utopi¢ Hippasusa w morzu.

Tak czy owak, obecnie wiemy, ze nie wszystkie liczby sa wymierne.

12 | Rozdziat 1. Podstawy matematyki oraz rachunku rézniczkowego i catkowego
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Liczby rzeczywiste
Ten zbidr obejmuje zaréwno liczby wymierne, jak i niewymierne. W praktyce, kiedy zajmu-
jesz si¢ inzynierig i analizg danych, mozesz traktowaé wszystkie liczby dziesietne, z ktérymi
pracujesz, jak liczby rzeczywiste.

Liczby zespolone i urojone
Z tym typem liczb spotykamy sie, kiedy wyciagamy pierwiastek kwadratowy z liczby ujemne;.

Cho¢ liczby urojone i zespolone sg istotne w pewnych typach probleméw, my raczej bedziemy
omijac je z daleka.

W data science wigkszo$¢ pracy, jedli nie calg, bedziesz wykonywac przy uzyciu liczb naturalnych,
catkowitych i rzeczywistych. Liczby urojone moga pojawia¢ sie w bardziej zaawansowanych pro-
blemach, takich jak rozktad macierzy, o ktérych wspomnimy w rozdziale 4.

\

Kolejnos¢ dziatan

Mam nadziejg, ze znasz kolejnosé dziatan, czyli porzadek, w ktérym rozwiazuje si¢ poszczegélne
cze$ci wyrazenia matematycznego. Dla przypomnienia, najpierw oblicza si¢ skladniki w nawia-
sach, nastepnie potegi, a wreszcie wykonuje mnozenie, dzielenie, dodawanie i odejmowanie.

Liczby zespole i urojone

Jesli chcialbys dowiedzie¢ si¢ wiecej o liczbach urojonych, na YouTubie znajduje
sie doskonala lista odtwarzania zatytutowana Imaginary Numbers are Real
(https://oreil ly/bvylq).

Wezmy na przyklad ponizsze wyrazenie:
3+2)?
<R

Najpierw obliczamy zawarto$¢ nawiasu (3 + 2), ktéra jest réwna 5:

)2
5

2 4

Nastepnie obliczamy potege, co w tym przypadku oznacza podniesienie do kwadratu obliczonej
przed chwilg sumy 5. W rezultacie otrzymujemy 25:

2-——4
5

Dalej mamy mnozenie i dzielenie. Kolejno$¢ tych dziatart mozna zmieniaé, poniewaz dzielenie jest

. . . . . s 25 50
réwnowazne mnozeniu (z wykorzystaniem utamkéw). Pomnézmy 2 przez ~- Otrzymamy —

504
5
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Nastepnie wykonujemy dzielenie 50 przez 5 i otrzymujemy 10:
10 -4

Na koniec wykonujemy dodawanie i odejmowanie. Oczywiscie 10 - 4 da nam w wyniku 6:

10-4=6

I rzeczywiscie, gdyby$my zapisali to wyrazenie w Pythonie, otrzymaliby$émy wartos¢ 6,0, jak po-
kazano na listingu 1.1.

Listing 1.1. Obliczanie wyrazenia w Pythonie

moja_wartosc =2 * (3 +2)**2 /5 -4

print(moja_wartosc) # wypisuje 6.0
Sa to wprawdzie sprawy elementarne, ale maja one kluczowe znaczenie. W kodzie, nawet jesli
uzyskalby$ poprawny wynik bez nawiaséw, warto uzywac ich w ztozonych wyrazeniach, aby za-
chowac kontrole nad kolejnoscia ewaluacji wyrazen.

Na listingu 1.2 grupuje cz¢$¢ utamkowa w nawiasie, aby oddzieli¢ ja od reszty wyrazenia.

Listing 1.2. Uzywanie nawiasow w Pythonie w celu zachowania przejrzystosci

moja_wartosc =2 * ((3 +2)*2 /5) - 4

print(moja_wartosc) # wypisuje 6.0
Cho¢ oba przyklady s3 technicznie poprawne, drugi jest bardziej czytelny. Jesli Ty albo kto$ inny
wprowadzicie zmiany w kodzie, nawiasy bedg nadal wskazywaé wladciwa kolejnos¢ dziatan.
Zapewnia to réwniez dodatkowq linie obrony przed usterkami w kodzie.

Zmienne

Jesli zdarzyto Ci sie pisa¢ skrypty w Pythonie lub dowolnym innym jezyku programowania, z pewno-
$cig wiesz, czym jest zmienna. W matematyce zmienna jest nazwanym zamiennikiem nieokre-
$lonej lub nieznanej liczby.

Mozesz mie¢ zmienna x reprezentujacg dowolng liczbe rzeczywistg i pomnozy¢ te zmienna bez de-
klarowania jej wartosci. Na listingu 1.3 przyjmujemy warto$¢ zmiennej x od uzytkownika i mno-
zymy ja przez 3.

Listing 1.3. Mnozenie zmiennej w Pythonie

x = int(input("Wprowadz Ticzbe\n"))

iloczyn = 3 * x

print(iloczyn)
Niektdre typy zmiennych maja standardowe nazwy. Jedli te nazwy i koncepcje sg Ci jeszcze nie-
znane, nie przejmuj sie! Niektorzy czytelnicy moga jednak wiedzie¢, ze uzywamy litery theta 6
na oznaczenie katdw, a beta f3 jako parametru w regresji liniowej. Greckie symbole nie bytyby
wygodnymi nazwami zmiennych w Pythonie, wiec prawdopodobnie nadaliby$my tym zmiennym
nazwy theta i beta, jak pokazano na listingu 1.4.

14 | Rozdziat 1. Podstawy matematyki oraz rachunku rézniczkowego i catkowego
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Listing 1.4. Nazwy greckich zmiennych w Pythonie

beta = 1.75
theta = 30.0

Zauwaz réwniez, ze nazwy zmiennych czasem opatruje si¢ indeksami dolnymi, aby uzywac kilku
egzemplarzy danej nazwy. W praktyce mozna traktowac je jako oddzielne zmienne. Jedli napotkasz
zmienne Xi, X, Oraz Xz, po prostu traktuj je jako oddzielne zmienne, jak pokazano na listingu 1.5.
Listing 1.5. Zapisywanie zmiennych z indeksami dolnymi w Pythonie

xl1 =3 #albox_1=3
x2 =10 #albox_2=10
x3 = 44 #albox 3=44

Funkcje

Funkcje to wyrazenia, ktére definiujg relacje miedzy dwiema lub wieloma zmiennymi. Mdéwiac
$cislej, funkcja przyjmuje zmienne wejsciowe (nazywane réwniez dziedzinowymi lub niezaleznymi),
umieszcza je w wyrazeniu i generuje zmienng wyjsciowg (zwana tez zalezng).

Spojrz na te prosta funkeje liniowa:

y=2x+1

Dla dowolnej wartosci x podstawiamy do wyrazenia t¢ warto$¢ x, aby obliczy¢ y. Kiedy x =1, y = 3.
Kiedy x = 2, y = 5. Kiedy x = 3, y = 7 i tak dalej, jak pokazano w tabeli 1.1.

Tabela 1.1. Rézne wartosci funkcji y = 2x + 1

X 2x+1 y
0 2(0) +1 1
1 2(1) +1 3
2 2(2) +1 5
3 203) +1 7

Funkcje sg przydatne, poniewaz modeluja przewidywalng relacje miedzy zmiennymi, na przyktad
ilu pozaréw y mozemy oczekiwaé przy temperaturze x. Bedziemy uzywa¢ funkcji liniowych do
przeprowadzania regresji liniowych w rozdziale 5.

Inng konwencja zapisu zmiennej niezaleznej y jest jawne oznaczenie jej jako funkeji x, na przy-
kfad f(x). Zamiast wiec zapisywa¢ funkcje w postaci y = 2x + 1, mozemy réwniez wyrazi¢ ja w na-
stepujacy sposob:

fx)=2x+1

Na listingu 1.6 pokazano, jak mozna zadeklarowaé funkcje matematyczna i iteracyjnie wywotywac
ja w Pythonie.

Funkge | 15
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Listing 1.6. Deklarowanie funkcji liniowej w Pythonie

def f(x):
return 2 * x + 1

x_values = [0, 1, 2, 3]

for x in x_values:
y = f(x)
print(y)
Kiedy pracujemy z liczbami rzeczywistymi, subtelng, ale wazna cechg funkgji jest to, ze czesto
majg one nieskonczong liczbe wartosci x i wynikowych wartoéci y. Zadaj sobie pytanie: ile war-
tosci x mozemy podstawi¢ do funkeji y = 2x + 1? Zamiast ogranicza¢ sie do 0, 1, 2, 3..., dlaczego
nie uzy¢ wartoéci 0, 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3, jak pokazano w tabeli 1.2?

Tabela 1.2. Rozne wartosci funkcji y = 2x + 1

X 2x+1 y
0.0 2(0) +1

0.5 2(0.5) +1 2
1.0 2(1.0) +1 3
15 2(1.5) +1 4
20 2(2.0)+1 5
25 2(2.5) +1 6
3.0 2(3.0)+1 7

Czemu nie zwigkszaé x 0 jedna czwarta? Albo o jedna dziesiagta? Przyrosty moga by¢ nieskonczenie
mate, co pokazuje, ze y = 2x + 1 jest funkcjg cigglg, ktora generuje warto$¢ y dla kazdej mozliwej
wartosci x. Pozwala to zwizualizowa¢ nasza funkcje jako linie, jak pokazano na rysunku 1.1.

Rysunek 1.1. Wykres funkcji y = 2x + 1

Kiedy tworzymy wykres na dwuwymiarowej plaszczyznie z dwiema osiami liczbowymi (po jednej
na kazda zmienng), nazywamy ja uktadem kartezjariskim, uktadem x-y lub uktadem wspétrzednych.
Sledzimy dang wartos¢ x, wyszukujemy odpowiednig wartos¢ y i kreslimy przeciecia jako linie.
Zauwaz, ze ze wzgledu na nature liczb rzeczywistych (czy tez, jesli wolisz, dziesietnych) istnieje
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nieskonczona liczba wartosci x. Dlatego kiedy kreslimy funkcje f(x), otrzymujemy ciagla linie bez
zadnych przerw. Na linii tej, a takze na dowolnej jej cz¢sci, znajduje si¢ nieskonczona liczba punktéw.

Gdybys chcial wykresli¢ te funkcje w Pythonie, dostepnych jest wiele bibliotek do tworzenia wy-
kresow, od Plotly do matplotlib. W ksigzce tej do wielu zadan bedziemy uzywa¢ biblioteki SymPy,
a pierwszym jej zastosowaniem bedzie kreslenie funkcji. SymPy wykorzystuje matplotlib, wiec
upewnij sig, Ze masz zainstalowany ten pakiet. W przeciwnym razie na Twojej konsoli pojawi sie
brzydki wykres tekstowy. Nastepnie po prostu zadeklaruj zmienng x w SymPy za pomoca wywo-
tania symbo1s (), zadeklaruj swoja funkcje, a nastepnie wykresl ja w sposdb pokazany na listingu
1.7 i rysunku 1.2.

Listing 1.7. Kreslenie funkcji liniowej w Pythonie za pomocg SymPy

from sympy import *
x = symbols('x")
f=2*+1

plot(f)

Rysunek 1.2. Kreslenie funkcji liniowej za pomocg SymPy
Listing 1.8 i rysunek 1.3 to kolejny przyklad, tym razem pokazujacy funkcje flx) = x> + 1.

Listing 1.8. Kreslenie funkcji kwadratowej

from sympy import *

x = symbols('x")

f=x**2 + 1

plot(f)
Zauwaz, ze na rysunku 1.3. nie otrzymujemy linii prostej, ale gladka, symetryczng krzywa nazy-
wang parabola. Jest ciagla, ale nie liniowa, poniewaz generowane przez nig wartosci nie lezg na
linii prostej. Praca z takimi funkcjami jest matematycznie trudniejsza, ale nauczymy si¢ kilku
sztuczek, ktére nam to utatwig.

Funkcje krzywoliniowe
Kiedy funkcja jest ciagta, ale jej wykres jest zakrzywiony, a nie prosty i liniowy,
nazywamy ja funkcjg krzywoliniowg.
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fix)

Rysunek 1.3. Kreslenie funkcji kwadratowej za pomocg SymPy

Zauwaz, ze funkcje mogg mie¢ wiele zmiennych wejéciowych, nie tylko jedna. Mozemy na przyktad
mie¢ funkcje z niezaleznymi zmiennymi x i y. Jak widzisz, zmienna y nie jest zalezna jak w po-
przednich przyktadach.

flx,y) =2x+ 3y

Poniewaz mamy dwie zmienne niezalezne (x i y) oraz jedng zmienng zalezng (wynik f(x, ¥)),
musimy utworzy¢ ten wykres w trzech wymiarach, aby uzyska¢ plaszczyzne wartosci, a nie linie,
jak pokazano na listingu 1.9 i rysunku 1.4.

Listing 1.9. Deklarowanie funkcji z dwiema zmiennymi niezaleznymi w Pythonie

from sympy import *
from sympy.plotting import plot3d

X, y = symbols('x y')
f = 2*x + 3*y
plot3d(f)

fix, y)

Rysunek 1.4. Tworzenie trojwymiarowego wykresu funkcji za pomocg SymPy
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Bez wzgledu na to, ile masz zmiennych niezaleznych, Twoja funkcja zwykle bedzie generowac tylko
jedna zmienng zalezng. Rozwigzujac réwnanie z wieloma zmiennymi zaleznymi, prawdopodobnie
bedziesz uzywa¢ oddzielnej funkgji dla kazdej z nich.

Sumowanie

Obiecatem, ze w tej ksigzce nie bede uzywat réwnan petnych greckich symboli. Jeden z nich jest
jednak tak powszechnie uzywany i przydatny, ze bylbym niesumienny, gdybym go nie oméwit.
Sumowanie, oznaczane literg sigma X, oznacza dodawanie wielu elementéw.

Na przyklad, jesli chcialbym iterowa¢ po liczbach od 1 do 5, pomnozy¢ kazda z nich przez 2 i zsu-
mowac iloczyny, wyrazitbym to za pomoca sumowania w pokazany nizej sposéb. Na listingu 1.10
pokazano, jak zapisa¢ to w Pythonie.

5
Z 2i = 2(1) + 2(2) + 2(3) + 2(4) + 2(5) = 30

i=1

Listing 1.10. Sumowanie w Pythonie

suma = sum(2*i for i in range(1,6))

print(suma)
Zauwaz, ze 1 to zmienna zastepcza reprezentujaca indeks podczas kolejnych iteracji petli; wartosé
wskazywang przez ten indeks mnozymy przez 2, a nastepnie dodajemy do sumy. Kiedy iterujemy
po danych, czasem uzywamy zmiennych takich jak x;, ktére wskazuja element kolekgji znajdujacy
sie pod indeksem i.

Funkgcja range()

Pamietaj, ze funkcja range () w Pythonie jest prawostronnie otwarta, co oznacza,
ze jesli wywotasz range(1,4), funkcja bedzie iterowac po liczbach 1, 2 i 3. Warto$¢ 4
zostanie wykluczona jako gorna granica.

Czgsto uzywa si¢ tez zmiennej n na oznaczenie liczby elementéw w kolekeji, na przyktad rekordow
w zbiorze danych. Oto przyklad, w ktorym iterujemy po kolekgji liczb o rozmiarze n. Mnozymy
kazda liczbe przez 10 i je sumujemy:

n
Z 10xi
i=1

Na listingu 1.11 uzywamy Pythona do wykonania tego wyrazenia na kolekgji czterech liczb. Zwr6¢
uwage, ze w Pythonie (i wigkszoéci innych jezykéw programowania) zwykle numerujemy elementy
od indeksu 0, podczas gdy w matematyce zaczynamy od indeksu 1. Dlatego odpowiednio przesu-
niemy iteracje. Zaczniemy od 0 w wywolaniu range().

Listing 1.11. Sumowanie elementéw w Pythonie

x = [1, 4, 6, 2]
n = len(x)

suma = sum(10*x[i] for i in range(0,n))
print(suma)
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Oto sedno sumowania. W skrécie sumowanie X oznacza ,,dodaj do siebie kilka rzeczy” oraz wy-
korzystuje indeks i oraz warto$¢ maksymalng n do wyrazenia iteracji sktadajacych si¢ na sume.
Bedziemy czesto spotykad je w pozostalej czeéci ksigzki.

Sumowanie w SymPy

Mozesz wréci¢ do tej ramki pdzniej, kiedy dowiesz si¢ wiecej o SymPy. Pakiet SymPy, ktérego
uzywamy tu do tworzenia wykreséw funkcji, w rzeczywisto$ci jest symboliczng biblioteka
matematyczng; dalej w tym rozdziale wyjasnimy doktadniej, co to znaczy. Zapamietaj jednak
na przyszlos¢, ze operacje sumowania w SymPy wykonuje si¢ za pomoca operatora Sum().
W ponizszym kodzie iterujemy po elementach i od 1 do #, mnozymy kazdy element i oraz
sumujemy iloczyny. Uzywamy jednak funkeji subs (), aby ustawi¢ n na 5, co powoduje zsu-
mowanie wszystkich elementéw i od 1 do 5:

from sympy import *
i,n = symbols('i n')

# iterujemy po elementach i od 1 do n,
# nastepnie mnozymy je i sumujemy
suma = Sum(2*i,(i,1,n))

# ustawiamy n na 5,

# iterujemy po liczbach od 1 do 5
suma_do_5 = suma.subs(n, 5)
print(suma_do_5.doit()) #30

Zauwaz, ze sumowanie w SymPy jest ,leniwe”, co oznacza, ze nie jest automatycznie obli-
czane ani upraszczane. Uzywamy zatem funkeji doit (), aby wykonac wyrazenie.

Potegowanie

Potegowanie polega na mnozeniu liczby przez samg siebie okreslong liczbe razy. Kiedy podnosisz
dwa do trzeciej potegi (co zapisuje sie jako 2°, z liczbg 3 w indeksie gérnym), oznacza to pomno-
zenie przez siebie trzech dwdjek:

23=222=8

Podstawg jest zmienna lub liczba, ktérg potegujemy, a wykladnikiem liczba, ktéra okreéla, ile razy
mamy pomnozy¢ podstawe. W wyrazeniu 2° liczba 2 jest podstawg, a 3 wyktadnikiem.

Wryktadniki majg kilka ciekawych wlasciwos$ci. Przypusémy, ze chcemy pomnozy¢ x? i x°. Zobacz,
co sie dzieje, kiedy zastepuje wyktadniki prostym mnozeniem, a nastepnie konsoliduje czynniki
pod jednym wyktadnikiem:

2,3 —

x2x 243 — 5

(xx) - (x-x-x)=x
Kiedy mnozymy potegi o tej samej podstawie, po prostu dodajemy wykladniki, co okresla sie
nazwa reguly iloczynowej. Podkresle jeszcze raz, ze podstawy wszystkich mnozonych poteg musza
by¢ takie same, zeby regula ta miala zastosowanie.
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Zbadajmy teraz dzielenie. Co si¢ dzieje, gdy dzielimy x* przez x°?

X XX
1o
3—X

X

Jak widzisz, kiedy dzielimy x* przez x>, mozemy skresli¢ dwa ,,iksy” w liczniku i mianowniku,
a otrzymamy —. Kiedy czynnik wystepuje zaréwno w liczniku, jak i mianowniku, mozemy skre-
§li¢ ten czynnik.

A co oznacza x*? To dobry moment, zeby wprowadzi¢ wykladniki ujemne, ktére sg alternatywnym

. . . . . 1
sposobem zapisu operacji potegowania w mianowniku utamka. Na przyktad — to to samo co x>

1

x3

= x_3

Wracajac do reguly iloczynowej, widzimy, ze ma ona zastosowanie réwniez do wyktadnikow
ujemnych. Aby zrozumie¢ to intuicyjnie, podejdZmy do problemu od innej strony. Mozemy wy-
razi¢ dzielenie dwdch poteg poprzez zmiane wyktadnika ,,5” w x° w liczbe ujemna, a nastepnie
pomnozenie przez x*. Dodawanie liczby ujemnej jest rGwnowazne odejmowaniu. Mozna zatem
wykorzysta¢ regute iloczynowa do zsumowania wykladnikéw mnozonych poteg, jak pokazano
ponizej:

x 21 2,=5 = x2+-5 = ,-3

ST X5 = XX

Wreszcie, czy potrafisz domysli¢ sie, dlaczego dowolna liczba podniesiona do potegi 0 jest rowna 12

xX=1

Najtatwiej zrozumie¢ to poprzez przypomnienie sobie, ze dowolna liczba podzielona przez siebie
3

samg daje w wyniku 1. Je$li mamy ulamek i—3, jest algebraicznie oczywiste, ze skraca si¢ on do 1.

Ale jednoczesnie wyrazenie to sprowadza si¢ do x°:

x 3,3 3+-3 0
l==5=xx"=x =x
X
Zgodnie z cechg przechodnioéci, ktéra stwierdza, ze jeslia = bib = ¢, to a = c, mozemy stwierdzi¢,
; 0
ze x’ =1.
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Upraszczanie wyrazen za pomocg SymPy

Jesli upraszczanie wyrazen algebraicznych nie jest Twoja mocna strona, mozesz wykorzystaé
do tego biblioteke SymPy. Oto, jak mozesz uproéci¢ poprzedni przyktad:

from sympy import *
x = symbols('x")

wyrazenie = x**2 / x**5
print (wyrazenie) #x**(-3)

A co z wyktadnikami ulamkowymi? Sg one alternatywnym sposobem zapisu pierwiastkow, takich

jak pierwiastek kwadratowy. Dla przypomnienia, V4 oznacza: ,,Jaka liczba pomnozona przez

1
sama siebie daje 42”, a liczba tg jest oczywiscie 2. Zauwaz, ze 42 to to samo co V4:
1
47 =4 =2

Pierwiastki sze$cienne sa podobne do kwadratowych, ale oznaczaja liczbe, ktora trzeba pomno-
zy¢ przez siebie trzykrotnie, aby otrzymac wskazany wynik. Pierwiastek szescienny z 8 oznacza:
»Jaka liczba pomnozona trzykrotnie przez samg siebie daje 4?”. Jest to liczba 2, poniewaz 2-2-2 = 8.

1
Pierwiastek szescienny mozna wyrazi¢ jako wykladnik utamkowy, to znaczy zapisa¢ /8 jako 8:
1
Wracajac do poczatku, co sie stanie, kiedy trzykrotnie pomnozysz pierwiastek sze§cienny z 82 Usunie

to pierwiastek szeécienny i da w wyniku 8. Jesli wyrazimy pierwiastek sze$cienny jako potege

1
z wykladnikiem ulamkowym 83, stanie si¢ jasne, ze dodajemy do siebie wyktadniki, aby otrzyma¢
wykladnik réwny 1. To réwniez usuwa pierwiastek szecienny:

1 1,11

1 1
V8-38-1/8=83-83-83=83"3"3=81 = 8

I ostatnia wlasciwo$é: potegowanie potegi powoduje mnozenie wyktadnikéw. Zatem (8%)? mozna
uprosci¢ do 8%

(8%)% = 832 = gb
Jesli nie wiesz, dlaczego tak si¢ dzieje, sprébuj rozwing¢ wyrazenie, a przekonasz sie, ze wynika
to z reguly sumowania wyktadnikéw:

(8%)2 =83 .83 = 83+3 = g6

2
Wreszcie, co oznacza wykladnik utamkowy z licznikiem innym niz 1, taki jak 832 Céz, oznacza
to wyciagniecie pierwiastka sze$ciennego z 8, a nastgpnie podniesienie go do kwadratu. Spojrz:

2 12
83:<83) =22=4
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Wyktadnikami moga by¢ nawet liczby niewymierne, jak w wyrazeniu 8", ktére ma wartos¢ 687,2913.
Wydaje sie to malo intuicyjne, i nic dziwnego! Aby oszczedzi¢ czas, nie bedziemy zajmowac sie
tym blizej, poniewaz wymaga to pewnej wiedzy z zakresu rachunku rézniczkowego i catkowego.
Zasadniczo mozemy jednak oblicza¢ potegi z wyktadnikiem niewymiernym poprzez przybliza-
nie ich za pomocg liczby wymiernej. Tak wlasnie robig komputery, poniewaz i tak mogg oblicza¢
wynik tylko do ograniczonej liczby miejsc dziesi¢tnych.

Na przyklad 7 ma nieskonczone rozwiniecie dziesietne. Jedli jednak wezmiemy pierwszych 11
cyfr, 3,1415926535, mozemy przyblizy¢ 7 jako liczbe wymierng 4592653/, 4000000000 Rzeczywiscie,
daje nam to 687,2913, co powinno w przyblizeniu odpowiada¢ wynikowi obliczonemu przez do-
wolny kalkulator:

31415926535
8™ ~ 810000000000 ~ 687,2913

Logarytmy

Logarytm to funkcja matematyczna znajdujaca wyktadnik, do ktérego nalezy podnies¢ okreslona
podstawe, aby otrzymac okreslona liczbe. Poczatkowo nie wydaje sie szczegélnie interesujaca, ale
w rzeczywisto$ci ma wiele zastosowan. Od mierzenia sily trzesien ziemi do ustawiania glosnoséci
zestawu stereo, logarytmy sa wszechobecne. Uzywa sie ich réwniez czesto w uczeniu maszyno-
wym oraz inzynierii i analizie danych. Logarytmy sa na przyklad kluczowym aspektem regresji
logistycznych omawianych w rozdziale 6.

Zacznij od zadania sobie pytania: ,,Do jakiej potegi podnie$¢ 2, aby otrzymac 8”2 Mozna wyrazi¢
to matematycznie, uzywajac x jako wyktadnika:

2*=38
Intuicyjnie znamy odpowiedz, x = 3, ale potrzebujemy bardziej eleganckiego sposobu na zapisanie
tego dziatania matematycznego. Wtasnie do tego stuzy funkcja log().

log,8 =x
Jak wida¢ w powyzszym wyrazeniu logarytmicznym, mamy podstawe 2 i szukamy potegi, do ktorej

musimy podnie$¢ te podstawe, aby otrzymac 8. Bardziej ogélnie, mozemy zapisa¢ zmienny wyklad-
nik jako logarytm:

a*=b
log, b =x

Algebraicznie rzecz biorac, jest to sposdb na wyizolowanie zmiennej x, co jest wazne, kiedy
chcemy obliczy¢ x. Listing 1.12 pokazuje, jak obliczy¢ ten logarytm w Pythonie.
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Listing 1.12. Uzywanie funkcji log w Pythonie

from math import Tog

# 2 podniesione do jakiej potegi daje 8?
x = log(8, 2)

print(x) #wypisuje 3.0

Kiedy na platformie takiej jak Python nie okre$lisz podstawy w funkcji Tog(), zwykle uzywana
jest podstawa domyslna. W niektérych dziedzinach, takich jak pomiary trzesien ziemi, domyslng
podstawa logarytmu jest 10. Jednak w data science domy$lna podstawg logarytmu jest liczba
Eulera e. Python uzywa tej ostatniej, o ktorej porozmawiamy za chwile.

Podobnie jak potegi, logarytmy maja kilka wtasciwosci zwiazanych z mnozeniem, dzieleniem,
potegowaniem itd. Aby nie traci¢ czasu i nie zbaczaé z tematu, zaprezentuje je krétko w tabeli 1.3.
Kluczows idea, na ktorej nalezy sie skupid, jest to, ze logarytm znajduje dla danej podstawy wy-
kiadnik pozwalajacy uzyska¢ pewna liczbe.

Tabela 1.3. Wiasciwosci poteg i logarytméw

Dziatanie Wiasciwosc potegi Wiasciwosé logarytmu
Mnozenie x™ - x™ = xmin log(a-b) =log(a)+log(b)
Dzielenie x™ a

= log (7) = log(a) — log (b)
Potegowanie (x™)" = x™n log(a™) =n-log(a)
Wyktadnik zerowy x0 = log(1) =0
Odwrotnos¢ 1 1

x~ 1= p log(x™Y) = log <;) = —log(x)

Jesli chcialbys zapozna¢ si¢ blizej z wlasciwo$ciami logarytmicznymi, w tabeli 1.3 pokazano obok
siebie dziatania na potegach i logarytmach, zeby$ maégl do niej zagladaé w razie potrzeby.

Liczba Eulera i logarytmy naturalne

Istnieje liczba, ktéra pojawia sie czesto w matematyce, nazywana liczbg Eulera e. Jest to specjalna
liczba, podobnie jak 7, a jej warto$¢ w przyblizeniu wynosi 2,71828. Wszechobecno$¢ liczby e
wynika z tego, ze upraszcza ona wiele matematycznych probleméw. Opiszemy ja w kontekscie
poteg i logarytmoéw.

Liczba Eulera

Kiedy chodzitem do liceum, mdj nauczyciel matematyki zademonstrowat liczbe Eulera w kilku
zadaniach zwigzanych z potegowaniem. Wreszcie zapytatem: ,,Panie Nowe, ale czym wlasciwie
jest liczba e? Skad si¢ wzieta?”. Pamietam, Ze nigdy nie bytem w petni zadowolony z wyjasnien
na przyktadach populacji krolikéw i innych zjawisk naturalnych. Mam nadzieje, ze podane nizej
wytlumaczenie bedzie bardziej satysfakcjonujace.
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Dlaczego tak czesto uzywa sie liczby Eulera?

Wazng cecha liczby Eulera jest to, ze jej funkcja wyktadnicza jest pochodng samej siebie, co
przydaje sie w funkcjach wykladniczych i logarytmicznych. Dowiemy sie wigcej o pochod-
nych dalej w tym rozdziale. W wielu zastosowaniach, w ktorych podstawa logarytmu nie ma
wiegkszego znaczenia, mozemy wybra¢ te pozwalajacg uzyskac¢ najprostsza pochodna, i jest to
wiasnie liczba Eulera. Dlatego tez jest ona podstawa domyslng w wielu funkcjach zwigzanych
z data science.

Oto mdj ulubiony sposéb wyprowadzania liczby Eulera. Przypus$émy, ze pozyczasz komus 100 zlo-
tych z 20-procentowym rocznym oprocentowaniem. Odsetki zwykle nalicza si¢ co miesiac, wiec
miesi¢czna stopa oprocentowania wynosi 0,2:12 = 0,01666. Jakie bedzie saldo pozyczki po dwdch
latach? Aby upro$ci¢ sprawe, zaldézmy, zZe pozyczka nie wymaga splat (i nie s3 dokonywane zadne
splaty) przed uplywem tych dwdch lat.

Korzystajac z oméwionych dotychczas wlasciwoéci potegowania (ewentualnie zagladajac do pod-
recznika finansowoéci), mozemy znalez¢ wzdr na obliczanie odsetek. Pozwala on obliczy¢ koricowe
saldo A przy poczatkowej inwestycji P, stopie oprocentowania r oraz przedziale czasu ¢ (liczbie lat)
podzielonym na n okreséw (liczba miesiecy w kazdym roku). Wzér ten wyglada nastepujaco:

nt

A=P-(1+£)

Gdybysmy zatem obliczali odsetki co miesigc, dtug wzrostby do 148,69 z1, jak pokazano ponizej:

nt

A:P-(1+%)

12-2

100 - (1 + E) = 148,6914618

Jesli chcesz zrobi¢ to w Pythonie, wyprébuj kod z listingu 1.13.

Listing 1.13. Obliczanie odsetek sktadanych w Pythonie

from math import exp

100

.20

2.0

12

p* (1+ (r/n))**(n * t)
print(a) #wypisuje 148.69146179463576

-

v S o
n n n non

A co by sie stalo, gdyby$my naliczali odsetki codziennie? Zmienimy # na 365:

r nt
a=p-(1+ ;)
02 3652
100 - (1 + ﬁ) = 149,1661279
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Aha! Naliczajac odsetki co dzien, a nie co miesigc, po dwdch latach zarobiliby$émy dodatkowo
47,4666 groszy. Gdyby$my byli zachtanni, czemu nie mieliby$my nalicza¢ odsetek co godzine,
jak pokazano nizej? Czy w ten sposob zarobilibysmy jeszcze wiecej? Rok ma 8760 godzin, wiec
ustawmy 7 na te wartos$c:

rnt
A=P-(1+;)
8760-2
100 (1 + —— = 149,181
00 ( +8760> 9,1817886

Wrycisneliémy w przyblizeniu 2 dodatkowe grosze odsetek! Ale czy doswiadczamy malejacych zyskow?
Sprébujmy naliczaé odsetki co minute! Rok ma 525 600 minut, wiec ustawmy takg warto$¢ n:

r nt
a=p-(1+ Z)
2 5256002
100 - (1 + m) = 149,1824584

OK, w miare coraz czestszego naliczania odsetek zyskujemy coraz mniejsze ulamki centa. Gdy-
by$my zatem zmniejszali okres w nieskoniczono$¢ az do punktu, w ktérym naliczaliby$my odsetki
w sposdb ciagly, do czego by to doprowadzilo?

Pozwdl, ze przedstawie Ci liczbe Eulera e, ktdra w przyblizeniu wynosi 2,71828. Oto wzor na ,,ciagte”
naliczanie odsetek, co oznacza, ze naliczamy je bez przerwy:

A=P-e™
Wréémy do naszego przyktadu i obliczmy saldo pozyczki po dwdch latach, gdyby odsetki byly
naliczane w sposdb ciagty:

A=P-e™
A=100-e%2 = 149,1824698

Nie powinno to szczeg6lnie dziwié, zwazywszy, Ze naliczanie odsetek co minute dato nam saldo
149,1824584. Jest ono bardzo bliskie wartosci 149,1824698 uzyskanej w przypadku naliczania
odsetek w sposob ciagly.

Aby uzy¢ e jako podstawy logarytmu w Pythonie, Excelu i na innych platformach, zwykle korzy-
sta si¢ z funkcji exp (). Przekonasz sig, ze liczba e jest uzywana tak czesto, ze stanowi domyslna
podstawe zaréwno funkcji wyktadniczych, jak i logarytmicznych.

Na listingu 1.14 obliczamy odsetki ,,ciggle” w Pythonie za pomoca funkcji exp().
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Listing 1.14. Obliczanie odsetek ,,cigglych” w Pythonie

from math import exp

p = 100 #kapital, kwota poczgtkowa
= .20 #stopa procentowa, roczna
t = 2.0 #czas, liczba lat

a =p * exp(r*t)
print(a) # wypisuje 149,18246976412703

Jak zatem wyprowadzi¢ stalg e? Poréwnaj wzor na okresowe naliczanie odsetek z wzorem na nali-
czanie odsetek w sposdb ciagly. Sg strukturalnie podobne, ale wystepuja w nich pewne réznice:

nt

r
a=p-(1+ E)
A=P.e™
n
Moéwigc bardziej technicznie, e jest wartoécig graniczng wyrazenia (1 + %) , kiedy n rosnie, dazac

do nieskonczonosci. Sprobuj poeksperymentowaé z rosngcymi warto$ciami n. W miare ich
zwigkszania zauwazysz co$ ciekawego:

1
(1+3)
n
100

1
(1 + m) = 2,70481382942

n

1 1000
(1 +m) = 2,71692393224

10000

100000

1
(1+ 100000) = 2,71828169413

Zwiekszajac n, odnotowujesz coraz mniejsze zyski i zblizasz si¢ do wartosci 2,71828, czyli e. Prze-
konasz sig, ze liczby e uzywa si¢ nie tylko do badania populacji i ich wzrostu. Odgrywa ona klu-
czowg role w wielu obszarach matematyki.

Dalej w tej ksigzce wykorzystamy liczbe Eulera do budowania rozkladéw normalnych w rozdziale 3.
i regresji logistycznych w rozdziale 6.
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Logarytmy naturalne

Kiedy podstawa logarytmu jest e, nazywamy go logarytmem naturalnym. W zaleznoéci od plat-
formy, do obliczania algorytmu naturalnego czasem uzywa si¢ funkcji 1n(), a nie Tog(). Zamiast
zatem wyraza¢ logarytm naturalny jako log.10, aby znalez¢ potege e, ktéra daje 10, zapisalibySmy
to skrétowo jako 1n(10):

log, 10 =In (10)

Jednakze w Pythonie algorytm naturalny oblicza sie za pomocg funkeji Tog(). Jak wspomniano
weze$niej, domys$lng podstawa funkeji 1og() jest e. Po prostu pomin drugi argument, ktéry okresla
podstawe logarytmu, a funkcja jako podstawy uzyje e, jak pokazano na listingu 1.15.
Listing 1.15. Obliczanie logarytmu naturalnego liczby 10 w Pythonie

from math import log

# e podniesione do jakiej potegi daje 10?

x = 1og(10)

print(x) # wypisuje 2.302585092994046

Bedziemy uzywac¢ liczby e w wielu miejscach niniejszej ksigzki. Jesli masz ochote, poeksperymentuj
z potegami i logarytmami w Excelu, Pythonie, witrynie Desmos.com albo na dowolnej innej plat-
formie matematycznej. Utworz kilka wykreséw i zapamigtaj, jak wygladaja przebiegi tych funkeji.

Granice

Jak widzieliémy w przypadku liczby Eulera, interesujaca bywa sytuacja, w ktérej zmniejszamy albo
zwiekszamy zmienng wejsciowa, a zmienna wyj$ciowa zbliza si¢ do pewnej wartosci, ale nigdy jej
nie osiaga. Zbadajmy t¢ koncepcje w sposob formalny.

Przyjrzyj si¢ ponizszej funkcji, wykre$lonej na rysunku 1.5:

1
f(x)=;

o [ 10

Rysunek 1.5. Funkcja, ktéra w nieskoficzonos¢ zbliza sie do 0, ale nigdy nie osigga 0

Przygladamy sie tylko dodatnim warto$ciom x. Zauwaz, ze w miare jak x roénie, f(x) dazy do 0.
Co ciekawe, f(x) nigdy nie osigga warto$ci 0, tylko coraz bardziej si¢ do niej zbliza.
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Zatem losem tej funkcji — w miare jak x dazy do nieskonczonosci — jest nieustannie zblizac sie
do 0, ale nigdy nie osiggna¢ tej wartosci. Sytuacje, w ktorej zblizamy sie do jakiej$ wartosci, ale
nigdy jej nie osiggamy, wyrazamy za pomoca granicy:

lim-=10

x—0 X
Czytamy to w nastepujacy sposob: ,,kiedy x dazy do nieskoniczonosci, funkeja '/« dazy do 0 (ale
nigdy nie osiaga 0)”. Takie ,zblizanie, ale bez dotykania” bedziemy spotykaé bardzo czesto,
zwlaszcza kiedy zajmiemy si¢ pochodnymi i catkami.

Za pomocg SymPy mozemy na przyktad obliczy¢, do jakiej wartodci zbliza si¢ funkcja f(x) = i
kiedy x dazy do nieskonczonosci o (listing 1.16). Zauwaz, ze o zapisuje si¢ w SymPy jako oo.

Listing 1.16. Obliczanie granic za pomocg SymPy

from sympy import *

x = symbols('x")
f=1/x

wynik = Timit(f, x, oo0)
print(wynik) #0

Jak widziale$, w ten sposéb odkrylismy liczbe Eulera e. Jest ona wynikiem zwiekszania w nieskon-
czono$¢ wartoéci n w ponizszej funkeji:

n

1
lim (1 + %) = e =271828169413 ..

n—-oo

Co ciekawe, kiedy sprobujemy obliczy¢ wartos¢ e za pomocg granic w SymPy (jak pokazano w po-
nizszym fragmencie kodu), SymPy natychmiast rozpozna jg jako liczbe Eulera. Mozemy wywola¢
funkcje evalf(), aby wyswietli¢ ja jako liczbe:

from sympy import *

n = symbols('n')

f=(1+ (1/n))**n

wynik = Timit(f, n, o0)

print(wynik) #E

print(wynik.evalf()) #2.71828182845905

Potega SymPy

SymPy (https://oreil.ly/mgLyR) to zaawansowany i niezwykle uzyteczny system algebry kom-
puterowej (Computer Algebra System, CAS), ktéry wykonuje doktadne obliczenia symbo-
liczne zamiast przyblizonych obliczen na wartoéciach dziesietnych. Przydaje sie w sytuacjach,
gdy uzylbys ,,papieru i otéwka” do rozwigzania zadania matematycznego, i ma te dodatkowa
zalete, Ze korzysta ze znajomej skladni Pythona. Zamiast reprezentowacé pierwiastek kwadratowy
z 2 poprzez przyblizong wartos¢ 1,4142135623730951, zachowuje go doktadnie jako sqrt(2).

Czemu wiec nie uzywa¢ SymPy do wszystkiego, co ma zwiazek z matematyka? Cho¢ bedziemy
korzystac z tego pakietu w niniejszej ksiazce, trzeba tez umie¢ wykonywac obliczenia matema-
tyczne w Pythonie przy uzyciu zwyktych liczb dziesietnych, poniewaz takie podejécie obowiazuje
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w scikit-learn i innych bibliotekach data science. Komputery znacznie szybciej przetwarzaja
liczby dziesietne niz symbole. SymPy zaczyna mie¢ réwniez problemy, kiedy wyrazenia ma-
tematyczne stajg si¢ zbyt duze. Trzymaj jednak to przydatne narzedzie pod reka i nie méw o nim
licealistom ani studentom. Mogliby dostownie wykorzystac je do robienia zadart domowych
z matematyki.

Pochodne

Wréémy do funkgji i przyjrzymy sie im z perspektywy rachunku rézniczkowego i catkowego,
zaczynajac od pochodnych. Pochodna informuje nas o nachyleniu funkcji i jest przydatng miarg
tempa zmian w dowolnym punkcie funkgji.

Dlaczego pochodne sg wazne? Czesto uzywa sie ich w uczeniu maszynowym i innych algoryt-
mach matematycznych, zwlaszcza w metodzie gradientu prostego. Kiedy nachylenie jest réwne 0,
oznacza to, ze osiagnelismy minimum lub maksimum zmiennej wyj$ciowej. Koncepcja ta okaze
sie przydatna pozniej, gdy zajmiemy si¢ regresja liniowg (rozdziat 5.), regresja logistyczng (roz-
dzial 6.) i sieciami neuronowymi (rozdziat 7.).

Zacznijmy od prostego przykladu. Przyjrzymy sie funkeji flx) = x*> na rysunku 1.6. Jak ,,stroma”
jest krzywa w punkcie x = 2?

] AL
/

15 /

yiri

!

10 /

I
* A

Rysunek 1.6. Wyznaczanie stromizny w danym punkcie funkcji

Zauwaz, ze mozemy mierzy¢ ,,stromizne” przy dowolnym punkcie krzywej i zwizualizowa¢ ja jako
linie styczna. Mozesz myéle¢ o stycznej jako o linii prostej, ktora ,,ledwie dotyka” krzywej w danym
punkcie. Okresla ona réwniez nachylenie krzywej w tym punkcie. Mozesz z grubsza wyznaczy¢
styczng dla danej warto$ci x;, tworzac linie przecinajaca punkty (x;, f(x1)) oraz (x, f(x2)) dla war-
tosci x; bardzo zblizonej do wartosci x.
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Wezmy x; = 2 oraz pobliskg warto$¢ x, = 2,1, ktdre po podstawieniu do funkcji flix) = x> daja f2) =4
oraz f(2,1) = 4,41, jak pokazano na rysunku 1.7. Wynikowa linia, ktéra przechodzi przez te dwa
punkty, ma nachylenie 4,1.

5 0 f 5

Rysunek 1.7. Przyblizony sposéb obliczania nachylenia

Mozesz szybko obliczy¢ nachylenie m krzywej przebiegajacej miedzy dwoma punktami za pomocg
prostej formuly ,,r6znica odlegtosci w pionie dzielona przez réznice odlegloéci w poziomie™

_ Y2—W1
xz - X1
_441-40
Mm=21-20
m=4,11

Gdybym jeszcze bardziej zmniejszyl réznice x miedzy dwoma punktami, na przyktad przyjmujac
wartoéci x; = 2 oraz x, = 2,00001, ktére dalyby w wyniku f2) = 4 oraz f(2,00001) = 4,00004,
byliby$my bardzo blisko rzeczywistego nachylenia réwnego 4. Zatem im mniejsza odleglo$¢ miedzy
sasiadujacymi warto$ciami, tym bardziej zblizamy si¢ do warto$ci nachylenia w danym punkcie
krzywej. Podobnie jak w przypadku wielu waznych koncepcji w matematyce, znajdujemy co$
znaczacego i zblizamy si¢ do nieskoniczenie duzych lub nieskonczenie matych wartosci.

Na listingu 1.17 pokazano kalkulator pochodnych napisany w Pythonie.
Listing 1.17. Kalkulator pochodnych napisany w Pythonie
def pochodna_x(f, x, rozmiar_kroku):

m = (f(x + rozmiar_kroku) - f(x)) / ((x + rozmiar_kroku) - x)
return m

def moja_funkcja(x):
return x**2

nachylenie_w_punkcie_2 = pochodna_x(moja_funkcja, 2, .00001)
print(nachylenie_w_punkcie 2) #wypisuje 4.000010000000827
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Dobra wiadomosc¢ jest taka, ze istnieje bardziej elegancki sposob obliczania nachylenia w dowol-
nym punkcie funkcji. Uzywali$my juz SymPy do tworzenia wykreséw, a teraz pokaze Ci, jak wy-
konywa¢ zadania takie jak obliczanie pochodnych z wykorzystaniem reprezentacji symboliczne;j.
W pochodnej funkeji wyktadniczej, takiej jak f{x) = x%, wykladnik staje sie mnoznikiem i zmniejsza
sie 0 1, co daje nam pochodng ;—xxz = 2x. Zapis % wskazuje pochodng wzgledem x, co oznacza,
ze interesuje nas, jak szybko zmienia sie warto$¢ funkcji w miare zmian wartoéci x. Jedli zatem

chcemy znalez¢ nachylenie dla wartosci x = 2 i mamy funkcje pochodng, mozemy po prostu
podstawi¢ odpowiednig wartos$¢ x, aby obliczy¢ nachylenie:

f(x) = x?
d d .
af(x)=ax = 2x

d
—f@)=2(2) =4

Jesli chcesz nauczy¢ sie regul, ktére pozwalaja oblicza¢ pochodne recznie, znajdziesz je w kazdym
podreczniku rachunku rézniczkowego i catkowego. Istnieja jednak przydatne narzedzia pozwala-
jace oblicza¢ je w sposob symboliczny. Biblioteka SymPy jest bezplatna, ma otwarty kod Zrédlowy
i dobrze adaptuje sie do skfadni Pythona. Na listingu 1.18 pokazano, jak obliczy¢ pochodna funkcji
flx) = x* w SymPy.

Listing 1.18. Wyznaczanie funkcji pochodnej w SymPy

from sympy import *

# Deklarujemy ,,x” w SymPy

x = symbols('x")

# Teraz uzywamy zwyktej sktadni Pythona, aby zadeklarowaé funkcje
f = x**2

# Obliczamy pochodng funkcji

dx_f = diff(f)

print(dx_f) # wypisuje 2*x

Zatem po zadeklarowaniu zmiennych za pomoca funkcji symbols () w SymPy mozemy uzy¢ zwy-
kfej sktadni Pythona do zadeklarowania naszej funkcji. Nastepnie mozemy uzy¢ wywolania
diff() do obliczenia funkcji pochodnej. Na listingu 1.19 zapisujemy wyznaczona w ten sposob
funkcje pochodna za pomocy zwyktego kodu Pythona i po prostu deklarujemy ja jako kolejna
funkgje.

Listing 1.19. Kalkulator pochodnych w Pythonie

def f(x):
return x**2

def dx_f(x):
return 2*x

nachylenie_w_punkcie_2 = dx_f(2.0)
print(nachylenie_w_punkcie_2) # wypisuje 4.0
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Gdyby$ wolal nadal uzywac biblioteki SymPy, mozesz wywola¢ funkcje subs(), aby zastapié
zmienng x wartoscig 2, jak pokazano na listingu 1.20.

Listing 1.20. Uzywanie funkcji podstawiania w SymPy

# Oblicza nachylenie w punkcie x = 2
print(dx_f.subs(x,2)) # wypisuje 4

Pochodne czastkowe

Inna koncepcja, ktdra napotkamy w tej ksiazce, s pochodne czgstkowe. Bedziemy uzywa¢ ich w roz-
dziatach 5., 6.17. Sa to pochodne funkcji majace wiele zmiennych wejsciowych.

Pomysl o tym w nastepujacy sposob: zamiast nachylenia jednowymiarowej funkcji mamy nachy-
lenia wzgledem wielu zmiennych w réznych kierunkach. Dla pochodnej wzgledem kazdej zmiennej
zaktadamy, ze pozostale zmienne pozostaja ustalone. Przyjrzyj si¢ tréjwymiarowemu wykresowi
funkdji flx, y) = 2x* + 3y° na rysunku 1.8, a zobaczysz, Ze mamy tu nachylenia w dwéch kierun-
kach dla dwoch zmiennych.

Rysunek 1.8. Tworzenie tréjwymiarowego wykresu funkcji wyktadniczej

Wezmy funkgje flx, y) = 2x° + 3y°. Zmienne x i y maja wlasne pochodne :—x i diy. Reprezentujg one

warto$ci nachylenia wzgledem obu zmiennych na powierzchni wielowymiarowej. Kiedy mamy
do czynienia z wieloma wymiarami, te ,nachylenia” technicznie okreslamy mianem gradientow.
Sa to pochodne wzgledem zmiennych x i y, a kod SymPy stuzacy do ich obliczania pokazano
ponizej.

flx,y) = 2x3 + 3y3

d
a2x3 + 3y3 = 6x2
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d
23 33=92
dyx+y y

Na listingu 1.21 i rysunku 1.8 pokazano, jak obliczy¢ pochodne czastkowe odpowiednio wzgledem
x1yzapomoca SymPy.

Listing 1.21. Obliczanie pochodnych czgstkowych za pomocg SymPy

from sympy import *

from sympy.plotting import plot3d

# Deklarujemy x i y w SymPy

X,y = symbols('x y')

# Teraz uzywamy zwyktej sktadni Pythona do zadeklarowania funkcji
f = Z*X**3 + 3*y**3

# Obliczamy pochodne czgstkowe wzgledem x i y
dx_f = diff(f, x)

dy f = diff(f, y)

print (dx_f) # wypisuje 6*x**2
print(dy f) # wypisuje 9y**2

# Tworzymy wykres funkcji

plot3d(f)

Zatem dla wartosci (x, y) réwnych (1, 2) nachylenie wzgledem x wynosi 6(1) = 6, a nachylenie
wzgledem y wynosi 9(2)* = 36.

Uzywanie granic do obliczania pochodnych

Chcialbys dowiedzie¢ sie, jak wykorzystuje si¢ granice podczas obliczania pochodnych? Jesli
czujesz, ze dobrze rozumiesz to, czego nauczyliémy sie do tej pory, kontynuuj! Jesli potrzebujesz
troche czasu na przetrawienie $wiezo nabytej wiedzy, mozesz wrdci¢ do tej ramki nieco pdzniej.

SymPy pozwala na ciekawe eksploracje matematyczne. Wezmy naszg funkcje f(x) = x% przy-
blizyliémy jej nachylenie w punkcie x = 2, rysujac linie przechodzacg przez pobliski punkt
x =2,0001, a wiec dodajac przyrost 0,0001. A gdyby$my uzyli granicy, aby w nieskoficzono$¢
zmniejszac ten przyrost s i zobaczy¢, do jakiej wartoéci dazy nachylenie?

o (x+8)?—x?
lim ————

s (x+5)—x

W naszym przykladzie jesteSmy zainteresowani nachyleniem w punkcie x = 2, wigc pod-
stawmy odpowiednig warto$¢:

2+5)% -2
@+ =27 _,

T
S0 2+ -2

Zmniejszajac w nieskoniczonos¢ przyrost s w taki sposdb, zeby zblizal si¢ do wartosci 0, ale

nigdy jej nie osiagal (pamietaj, ze sasiedni punkt nie moze dotkna¢ punktu x = 2, w przeciw-

nym razie nie mieliby$my linii!), mozemy uzy¢ limitu, aby przekonac sie, ze nachylenie dazy

do wartoéci 4, jak pokazano na listingu 1.22.
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Listing 1.22. Uzywanie granic do obliczania nachylenia
from sympy import *

#,x” i wielko$¢ przyrostu ,,s”
X, s = symbols('x s')

# deklarujemy funkcje
f = x**2

# nachylenie linii biegngcej miedzy dwoma punktami oddalonymi o ,,s”

# uzywamy wzoru ,roznica wysokosci w pionie przez réznice odleglosci w poziomie”
nachylenie f = (f.subs(x, x +s) - f) / ((x+s) - x)

# podstawiamy 2 za x
nachylenie_2 = nachylenie_f.subs(x, 2)

# obliczamy nachylenie w punkcie x = 2
# w nieskoficzono$¢ zmniejszamy przyrost _s_ tak, aby zblizat si¢ do 0
wynik = Timit(nachylenie 2, s, 0)

print (wynik) #4
A jesli nie przypiszemy konkretnej warto$ci do zmiennej x i pozostawimy ja tak, jak jest? Co sie
stanie, je$li bedziemy w nieskoriczonos$¢ zmniejsza¢ wartos$¢ przyrostu s i zbliza¢ go do zera?
Spojrz na listing 1.23.

Listing 1.23. Uzywanie granic do obliczania pochodnej
from sympy import *

#,x” i wielko$¢ przyrostu ,,s”
X, s = symbols('x s')

# deklarujemy funkcje
f = x**2

# nachylenie linii biegngcej miedzy dwoma punktami oddalonymi o ,,s”
# uzywamy wzoru ,,roznica wysokosci w pionie przez roznice odleglosci w poziomie”
nachylenie_f = (f.subs(x, x +s) - f) / ((x+s) - x)

# obliczamy funkcje pochodng

# w nieskoficzono$¢ zmniejszamy przyrost _s_ tak, aby zblizat si¢ do 0

wynik = Timit(nachylenie f, s, 0)

print(wynik) #2x
Otrzymali$my nasza funkcje pochodna 2x. Biblioteka SymPy jest na tyle ,,inteligentna”, ze nigdy
nie pozwala, aby przyrost osiggnal wartos¢ 0, a tylko w nieskoficzono$¢ dazyt do 0. W ten
sposob mozemy wyznaczy¢ pochodnag 2x funkgji f(x) = x2

Reguta taficuchowa

W rozdziale 7., kiedy zaczniemy budowa¢ sie¢ neuronows, bedziemy potrzebowac¢ specjalnej sztuczki
matematycznej nazywanej regulg faricuchowg. Laczac warstwy sieci neuronowej, bedziemy mu-
sieli rozdziela¢ pochodne z kazdej warstwy. Na razie jednak nauczmy si¢ reguly tancuchowej na
prostym przykladzie algebraicznym. Przypus¢my, ze masz dwie funkcje:
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y=x2+1
z=y3-2
Zauwaz, ze funkgje te sa powigzane, poniewaz y jest zmienng wyjsciowa pierwszej funkgji, ale wej-

$ciowa drugiej. Oznacza to, ze mozemy podstawi¢ pierwsza funkcje y do drugiej funkeji z w na-
stepujacy sposdb:
z=(x*+1)-2

Jaka jest zatem pochodna z wzgledem x? Mamy juz podstawienie wyrazajace z w kategoriach x.
Policzmy pochodnag za pomocg SymPy, jak pokazano na listingu 1.24.
Listing 1.24. Znajdowanie pochodnej z wzgledem x

from sympy import *

z = (X2 + 1)%%3 - 2

dz_dx = diff(z, x)
print(dz_dx) #6*%x*(x*2+1)*2

Zatem pochodng funkcji z wzgledem x jest 6x(x* + 1)*
d
(@ +1)*-2)
dx
= 6x(x? + 1)?

Zacznijmy jednak od poczatku i zrébmy to inaczej. Jesli oddzielnie obliczymy pochodne funkcji y
i z oraz pomnozymy je przez siebie, réwniez otrzymamy pochodng funkeji z wzgledem x! Sproé-
bujmy:

dy 5
— 1)=2
dx(X +1) X

dz
3 _ 2 — 2
dy &y ) =3y

% _ 20Gy?) = 6xy?

dx
OK, 6x)” nie wyglada jak 6x(x* + 1) ale to tylko dlatego, Ze jeszcze nie podstawilismy funkgji y.
Zrébmy to, aby cala pochodna Z—i byta wyrazona w kategoriach x bez y.

dz

Ix 6xy? = 6x(x% + 1)?

Teraz widzimy, Ze otrzymali$my te samg funkcje pochodng 6x(x* + 1)

Jest to reguta taricuchowa, ktéra moéwi, ze dla danej funkgji y (ze zmienng wejsciowa x) zlozonej
z inng funkcja z (ze zmienna wejéciowy y) mozemy znalez¢ pochodng z wzgledem x poprzez
pomnozenie dwdch odpowiednich pochodnych:
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dz _dz dy

dx dy dx
Na listingu 1.25 pokazano kod SymPy, ktéry dokonuje tego poréwnania i pokazuje, ze pochodna
uzyskana poprzez zastosowanie reguly taicuchowej jest rowna pochodnej podstawionej funkcji.

Listing 1.25. Obliczanie pochodnej dz/dx przy uzyciu i bez uzycia reguly taricuchowej daje ten sam wynik

from sympy import *

X, ¥y = symbols('x y')

# pochodna pierwszej funkcji

# poprzedzamy y znakiem podkreslenia, aby zapobiec konfliktowi zmiennych
Ly = x¥*2 + 1

dy_dx = diff(_y)

# pochodna drugiej funkcji

z = y**3 -2

dz_dy = diff(z)

# obliczamy pochodng przy uzyciu i bez uzycia

# reguly taricuchowej, podstawiajgc funkcje y

dz_dx_z_regula = (dy_dx * dz_dy).subs(y, _y)
dz_dx_bez_reguly = diff(z.subs(y, _y))

# dowodzimy reguly taricuchowej, pokazujqgc, ze obie pochodne sq rowne
print(dz_dx_z_regula) #6*x¥(x**2+1)>2
print(dz_dx_bez_reguly) #6*x*(x*™2+1)*2

Reguta tanicuchowa jest kluczowa czeécig trenowania sieci neuronowej z odpowiednimi wagami
i biasami. Zamiast rozplatywaé pochodne poszczegélnych weztéw w sposob przypominajacy
zdejmowanie warstw cebuli, mozemy pomnozy¢ pochodne w kazdym wezle, co jest matematycz-
nie znacznie prostsze.

Catki

Odwrotnoscig pochodnej jest catka, ktéra znajduje pole obszaru pod krzywa w danym zakresie.
W rozdzialach 2. i 3. obliczymy pola pod rozkltadami prawdopodobienstwa. Cho¢ nie bedziemy
uzywa¢ calek bezposrednio, a zamiast tego postuzymy sie skumulowanymi funkcjami gesto$ci, ktore
sa juz scatkowane, warto wiedzie¢, jak catki pozwalajg obliczy¢ pole pod krzywa. W dodatku
A znajdziesz przykiady uzywania tego podejscia na rozkladach prawdopodobienstwa.

Wrykorzystam tu intuicyjne podejscie do nauki calek, nazywane sumami Riemanna, ktére elastycznie
adaptuje si¢ do kazdej funkcji ciaglej. Zauwazmy najpierw, ze znajdowanie pola obszaru w pewnym
zakresie pod linig prosta jest latwe. Przypusémy, ze mam funkeje flx) = 2x i chee znalezé pole
obszaru znajdujacego sie pod ta linig w zakresie od 0 do 1, zacieniowanego na rysunku 1.9.

Prébuje obliczy¢ pole obszaru ograniczonego linig oraz osig x, w zakresie wartosci x od 0,0 do 1,0.
Jesli pamietasz podstawowe wzory geometryczne, pole A tréjkata wynosi A = %bh, gdzie b jest

diugoécia podstawy, a h wysokoscia. Podstawiajac liczby do wzoru, otrzymujemy pole obszaru
réwne 1,0, jak pokazano ponizej:

A—lbh
T2
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Rysunek 1.9. Obliczanie pola obszaru pod funkcjg liniowg

A—1 1-2
T2
A=1

Nie byto tak Zle, prawda? Spdjrzmy jednak na trudniejszy przypadek, funkcje f(x) = x* + 1. Jakie
jest pole zacieniowanego obszaru miedzy 0 a 1 na rysunku 1.10?

\ /

\ /
NIRERY

Rysunek 1.10. Obliczanie pola obszaru pod funkcjg nieliniowq nie jest takie proste

Ponownie jeste$my zainteresowani polem obszaru pod krzywa i nad osig x, w zakresie x od 0 do 1.
Krzywizna nie daje nam tu oczywistego geometrycznego wzoru na pole, ale mozemy postuzyé
sie sprytng sztuczka.

Co by bylo, gdyby$my umiescili pod krzywa pie¢ prostokatéw o réwnych podstawach, jak poka-

zano na rysunku 1.11, ktére rozciagalyby sie od osi x do miejsca, gdzie ich $rodkowy punkt sty-
kalby sie z krzywa?
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Rysunek 1.11. Umieszczanie prostokgtow pod krzywg w celu przyblizenia obszaru

Pole prostokata wynosi A = dlugos¢ - szeroko$¢, wiec mozemy tatwo zsumowac pola prostokatow.
Czy daloby to nam dobre przyblizenie pola obszaru pod krzywa? A gdyby$my uzyli 100 prosto-
katéw? 1000? 100 0002 W miare zwiekszania liczby prostokatéw i zmniejszania ich szerokosci,
czy nie zblizalibysmy sie coraz bardziej do pola obszaru pod krzywa? Owszem, i jest to kolejny
przypadek, w ktérym zwiekszamy/zmniejszamy co$ do nieskonczonosci, aby zblizy¢ si¢ do rze-
czywistej wartosci.

Wyprébujmy to w Pythonie. Bedziemy potrzebowac¢ funkeji przyblizajacej catke, ktorg nazwiemy
przybliz_calke(). Argumenty a i b beda odpowiednio okresla¢ poczatek i koniec zakresu x.
Argument n bedzie okreslat liczbe upakowywanych prostokatow, a f bedzie catkowang funkcja.
Na listingu 1.26 implementujemy te funkeje, a nastepnie uzywamy jej do scatkowania funkcji
flx) = x* + 1 za pomocy pieciu prostokgtéw w zakresie od 0,0 do 1,0.

Listing 1.26. Przyblizone catkowanie w Pythonie

def przybliz_calke(a, b, n, f):
delta x = (b - a) / n
suma = 0

for i in range(l, n + 1):
pkt_srodkowy = 0.5 * (2 * a + delta x * (2 * i - 1))
suma += f(pkt_srodkowy)

return suma * delta_x
def moja_funkcja(x):
return x**2 + 1

pole = przybliz_calke(a=0, b=1, n=5, f=moja_funkcja)
print(pole) #wypisuje 1.33

Otrzymalismy pole réwne 1,33. Co si¢ stanie, jesli uzyjemy 1000 prostokatéw? Wyprébujmy to
na listingu 1.27.
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Listing 1.27. Kolejne przyblizone catkowanie w Pythonie

pole = przybliz_calke(a=0, b=1, n=1000, f=moja_funkcja)

print(pole) #wypisuje 1.333333250000001
OK, zyskujemy nieco precyzji i wiecej miejsc dziesietnych. Co si¢ stanie, je$li uzyjemy miliona
prostokatow, jak na listingu 1.28?

Listing 1.28. Jeszcze jedno przyblizone catkowanie w Pythonie

pole = przybliz_calke(a=0, b=1, n=1_000_000, f=moja_funkcja)

print(pole) #wypisuje 1.3333333333332733
OK, mysle, ze odnotowujemy tu malejace zyski i zblizamy sie do wartosci 1,333.. ., gdzie ,,3” powtarza
sie w nieskonczono$é. Gdyby byla to liczba wymierna, prawdopodobnie bytyby to */; = 1,333...
W miare jak zwiekszamy liczbe prostokatéw, przyblizenie zbliza si¢ do tej wartoéci na coraz
mniejszych pozycjach dziesietnych.

Teraz, kiedy wiemy mniej wiecej, co prébujemy osiagnac i w jaki sposéb, wyprébujmy bardziej
precyzyjne podejscie z wykorzystaniem biblioteki SymPy, ktéra — tak si¢ sktada — obstuguje
liczby wymierne, jak pokazano na listingu 1.29.

Przyktad 1.29. Catkowanie za pomocg SymPy

from sympy import *

# Deklarujemy ,,x” w SymPy
x = symbols('x")

# Teraz uzywamy zwyktej sktadni Pythona do zadeklarowania funkcji
f=x*2+1

# Obliczamy catke funkcji wzgledem x
#w obszarze migdzy x =0 a 1
pole = integrate(f, (x, 0, 1))

print(pole) #wypisuje4/3

Znakomicie! A wiec pole rzeczywiscie wynosi */3, co jest wartoscia, do ktdrej zbiegata si¢ nasza
poprzednia metoda. Niestety zwykty Python (i wiele innych jezykéw programowania) obstuguje
tylko liczby dziesietne, ale systemy algebry komputerowej, takie jak SymPy, potrafia operowa¢
na doktadnych liczbach wymiernych. Bedziemy uzywac calek do znajdowania pola obszaréw pod
krzywymi w rozdzialach 2. i 3., ale w nich calg prace wykona za nas pakiet scikit-learn.

Obliczanie catek przy uzyciu granic

Dla ciekawskich, oto jak mozna oblicza¢ catki oznaczone z wykorzystaniem granic w SymPy.
Jesli czujesz si¢ przytloczony nadmiarem informacji, pomin te ramke lub wré¢ do niej pdzniej.
Jesli jednak czujesz si¢ komfortowo i chcesz dowiedzie¢ sie, jak wyprowadza si¢ catki przy
uzyciu granic, kontynuuj!

Gléwny pomyst bardzo przypomina to, co robiliémy wczesniej: upakowujemy prostokaty
pod krzywg i zmniejszamy je w nieskonczonos¢, az zblizymy sie do doktadnej wartosci pola.
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Oczywiscie prostokaty nie mogg mie¢ szerokosci 0..., muszg zblizac si¢ do zera, ale nigdy nie
osiggna¢ tej wartosci. To kolejny przypadek wykorzystania granic.

W witrynie Khan Academy znajduje si¢ doskonaly artykut (https://oreil.ly/sBmCy), ktory wy-
jasnia, jak uzywa¢ granic w polaczeniu z sumami Riemanna, natomiast na listingu 1.30 po-
kazano, jak zrobi¢ to w SymPy.

Listing 1.30. Obliczanie calek przy uzyciu granic

from sympy import *

# Deklarujemy zmienne w SymPy
X, i, n = symbols('x i n')

# Deklarujemy funkcje i zakres
f=x**2 + 1
dolny, gorny = 0, 1

# Obliczamy szerokos¢ i wysokos¢ kazdego prostokgta o indeksie ,,i”
delta_x = ((gorny - dolny) / n)

x_i = (dolny + delta x * 1)

fx_i = f.subs(x, x_i)

# Iterujemy po wszystkich ,,n” prostokgtach i sumujemy ich pola
Ticzba_prostokatow = Sum(delta x * fx_i, (i, 1, n)).doit()

# Obliczamy pole, zwigkszamy liczbe
# prostokgtow ,,n” do nieskoriczonosci
pole = Timit(1iczba prostokatow, n, 00)

print(pole) #wypisuje 4/3

Okreslamy dlugos¢ podstawy kazdego prostokata delta_x oraz poczatek kazdego prostokata
x_i, gdzie i jest indeksem prostokata. fx_i to wysoko$¢ prostokata o indeksie i. Deklaru-
jemy liczbe prostokatow n i sumujemy ich pola delta x * fx_ i, ale nie mamy jeszcze war-
tosci pola, poniewaz nie przypisaliémy wartoséci zmiennej n. Zamiast tego zwiekszamy n do
nieskoniczonoéci, aby sprawdzi¢, do jakiej wartosci bedzie zbiegac¢ sie pole, i uzyskujemy */3!

Podsumowanie

W tym rozdziale omoéwili$my kilka podstawowych dzialan, ktérych bedziemy uzywa¢ dalej w tej
ksigzce. Od teorii liczb do logarytméw oraz rachunku rézniczkowego i catkowego, przypomnie-
lismy kilka waznych koncepcji matematycznych majacych zastosowanie w data science, uczeniu
maszynowym i analityce. Moze zastanawiasz si¢, dlaczego te koncepcje sg uzyteczne. Dowiesz sie
juz niebawem!

Zanim przejdziemy do oméwienia prawdopodobienstwa, poswie¢ chwile na ponowne przejrzenie
zaprezentowanego tu materiatu, a nastepnie wykonaj ponizsze ¢wiczenia. Mozesz wraca¢ do ni-
niejszego rozdziatu podczas lektury ksigzki i w razie potrzeby od$wieza¢ wiedze, kiedy zaczniesz
stosowa¢ te idee matematyczne.

Podsumowanie | 41

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/pomads
https://helion.pl/rt/pomads

(wiczenia
1. Czy liczba 62,6738 jest wymierna, czy niewymierna? Dlaczego?

2. Oblicz warto$¢ wyrazenia: 107107
1
3. Oblicz warto$¢ wyrazenia: 812

3
4. Oblicz warto$¢ wyrazenia: 252

5. Zakladajac, ze nie sa dokonywane zadne splaty, ile warta bylaby po 3 latach pozyczka w wy-
sokosci 1000 zlotych z 5-procentowymi odsetkami naliczanymi co miesigc?

6. Zaktadajac, ze nie s3 dokonywane zadne splaty, ile warta bylaby po 3 latach pozyczka w wy-
sokoéci 1000 zlotych z 5-procentowymi odsetkami naliczanymi w sposdb ciagly?

7. Jakie jest nachylenie prostej f(x) = 3x* + 1 w punkcie x = 3?
8. Jakie jest pole obszaru pod krzywa f(x) = 3x* + 1 w zakresie x od 0 do 2?
Odpowiedzi znajduja si¢ w dodatku B.
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A

algebra liniowa, 101
analizowanie matych préb, 97

biasy, 211

biblioteka
NumPy, 126
Pandas, 152
PyTorch, 220
scikit-learn, 153
statsmodel, 153
SymPy, 17
TensorFlow, 220

big data, 98

blad
autoselekcji, 66
konfirmacji, 66
przezywalnoéci, 67
standardowy estymacji, 158
teksanskiego snajpera, 98

C

calka, 37

CDF, cumulative density function, 79
centralne twierdzenie graniczne, 84
czuloé¢, 195

D

dane, 62
testowe, 162, 191
treningowe, 162, 191

Skorowidz

data science, 227
biblioteki w Javie, 236
dyscypliny, 228
narzedzia, 228
praca marzen, 249
rynek pracy, 242
deklarowanie tréjwymiarowego wektora, 104
dodawanie
logarytmiczne, 177
wektorow, 105
dominanta, 71
dopasowywanie
krzywej logistycznej, 171, 174
estymacja najwigkszej wiarygodnosci, 176
metoda gradientu prostego, 178
uzywanie SciPy, 174
linii regresji, 133, 138
metoda gradientu prostego, 142, 144
metoda stochastycznego gradientu
prostego, 149
odwracanie macierzy, 140
rozklad macierzy, 141
réwnanie w formie zamknigtej, 139
dystrybuanta, 79
odwrotna, 81

eksploracja danych, 63
elementy odstajace, 70
estymacja, 158
najwigkszej wiarygodnoéci, MLE, 176

Kup ksigzke

281

Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/pomads
https://helion.pl/rt/pomads

funkcja, 15

array(), 102, 114

binom.pmf(), 53

corr(), 152

diff(), 32, 216

doit(), 20

dot(), 118

evalf(), 29

exp(), 26, 177

fit(), 135

flatten(), 175

In(), 28

log(), 23, 177

matmul(), 117, 118

norm.ppf(), 82

predict(), 175

predict_prob(), 175

range(), 19

subs(), 20, 33

symbols(), 32

funkgje, 15

aktywacji, 204, 207, 210
logistyczne, 170, 172, 182, 206
przeciekajace ReLU, 207
RelU, 205, 207
softmax, 207
tangens hiperboliczny, 207

ciagte, 16

gestosci prawdopodobienstwa, PDF, 78

krzywoliniowe, 17

kumulacyjne gestoéci, CDF, 79

kwadratowe, 18

kwantylowe, 81

liniowe, 17, 207

propagacji w przdd, 210

straty, 147

Wykres, 16, 18, 33, 205

G

generowanie liczb losowych, 82
gradient, 33

prosty, 142

stochastyczny, 217
granica, 28

hipoteza
alternatywna, 90
zerowa, 90, 154

histogram, 76

implementacja sieci neuronowej, 217

inwersja, 113, 120
liniowa, 140

istotnosc¢ statystyczna, 89, 153

testowanie, 156

Java

biblioteki data science, 236

jezyk
Go, 234
SQL, 231
Jupyter, 235

K

klasyfikacja, 169, 181, 195

kolejnoé¢ dziatan, 13
korelacja, 151
liniowa, 133
Pearsona, 151
kre$lenie

funkgji logistycznej, 173
funkgji straty, 147
krytyczna warto$¢ z, 87

krzywa
CDF, 79
PDF, 79
ROC, 196

kumulacyjna funkcja gestosci, CDF, 79

kwadraty reszt, 137
kwantyl, 70

liczba Eulera, e, 24
liczby
calkowite, 12

calkowite nieujemne, 12

naturalne, 12
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niewymierne, 12
rzeczywiste, 13
wymierne, 12
zespolone i urojone, 13
linia
logarytmu szansy, 184
regresji
dopasowywanie, 135
LOG, level of confidence, 87
logarytm, 23
naturalny, 28
szansy, 182
wiarygodno$ci dopasowania, 186, 187
wiarygodnoéci, 187
logarytmiczne dodawanie, 177
logistyczna funkcja aktywacji, 170, 172, 182, 206
logit, 182, 183
losowos¢, 150

L

faczenie
dwdch przeksztatcen, 117
wektordw, 105

M

macierz
bledéw, 192, 195
diagonalna, 123
jednostkowa, 122
korelacji, 157
kwadratowa, 122
odwrotna, 122, 124, 140
rzadka, 123
trojkatna, 123
wag, 209

macierze
mnozenie, 117
mnozenie przez wektor, 113
rozklad, 141
transponowane, 114
wartosci whasne, 127
wektor wlasny, 127

margines bledu, 88

mediana, 69

metoda gradientu
prostego, 142, 178

stochastycznego, 149

w SymPy, 145
znajdowanie minimum paraboli, 143
stochastycznego, 217
MLE, maximum likelihood estimation, 176
mnozenie
macierzy, 117
macierzy przez wektor, 113
moda, 71

nadmierne dopasowanie, 148
naiwny klasyfikator Bayesa, 51
niedomiar zmiennoprzecinkowy, 177
nier6wnowaga klas, 197
NoSQL, 232
notatniki Jupytera, 235
NumPy, 126
macierze wag, 209
regresja liniowa, 150
rozwigzywanie ukladu réwnan, 126
sie¢ jednokierunkowa, 208
wektory biasow, 209

(o)

obcigzenie, 65, 134

obliczanie
bledu standardowego estymacji, 159
calek, 40
dokladnosci, 212
dominanty, 71
krytycznej wartosci z, 88
logarytmu wiarygodno$ci dopasowania, 186
mediany, 70
odchylenia standardowego, 73, 74
pochodnej w punkcie, 30
pochodnych, 34-37, 213-216
pola obszaru pod funkgja, 38
poziomu ufnosci, 89
prawdopodobienstwa, 58, 91
prawdopodobienstwa facznego, 176
przedziatu przewidywania, 161
reszt, 136
sumy kwadratéw, 137
$redniej, 68
$redniej wazonej, 69
wariangji, 72
wartoéci krytycznej, 155
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obliczanie
wartosci p, 190
wspotczynnika korelagji, 152, 153
obrot, 113, 115
odchylenie standardowe, 73
w populagji, 71
w prébie, 74
odsetki
~Clagte”, 27
sktadane, 25
operator @, 117, 118

P

Pandas, 135, 232
sprawdzanie wspotczynnika korelacji, 152
tworzenie macierzy korelacji, 157
PDF, probability density function, 78
perceptron wielowarstwowy, 220
p-hacking, 96
pochodna, 30
czastkowa, 33,213
wzgledem x, 32
podstawa, 20
pole pod krzywa, 196
populacja, 65
odchylenie standardowe, 71
wariangja, 71
potegowanie, 20
powloka liniowa, 109
poziom ufnoéci, LOC, 87
PPF, 81
prawdopodobienstwo, 43, 45
alternatywne, 47, 51
aczne, 46, 51, 177
warunkowe, 48, 49
precyzja, 195
prognoza, 133, 175
programowanie, 233
propagacja
w przdéd, 208
wsteczna, 213, 220
préba, 65
odchylenie standardowe, 74
wariancja, 74
przedziat
przewidywania, 159
ufnosci, 87, 160

przeksztalcenia liniowe, 110, 112, 115, 119

rodzaje ruchu, 112

R

regresja

dopasowywanie krzywej logistycznej, 171,

174
funkcja logistyczna, 172
grzbietowa, 149
lasso, 149

liniowa, 131, Patrz takze dopasowywanie linii

regresji

przy uzyciu SciPy, 134

przy uzyciu SymPy, 146
logistyczna, 169

logarytm szansy, 182

z wieloma zmiennymi, 179

ze sprawdzaniem krzyzowym, 192

obliczanie wartosci p, 189, 190
podziat danych, 162
prognozowanie, 133
przedzialy przewidywania, 159
reszty, 136

sprawdzanie z podzialem losowym, 166

wielokrotna, 167

wspolczynnik r-kwadrat, 164, 185, 189
znajdowanie najlepiej dopasowanej linii, 138

reguta
iloczynowa, 20
faricuchowa, 35
sumy, 48

reszty, 136

RGB, 202

r-kwadrat, 164, 185, 189

ROC, receiver operating characteristic, 196

rozktad
macierzy, 127, 141
normalny, 75
standardowy, 82
wlasnosci, 78
prawdopodobienstwa
beta, 54
dwumianowy, 52
Studenta, t, 97, 155
wzdluz linii, 160
X2, 190
rozrzut danych, 72
rozwigzywanie uktadu réwnan, 126
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réwnanie
w formie zamknietej, 139
wartoéci wlasnej, 128
réownowazenie klas, 198
rozniczkowanie automatyczne, 217

S

scikit-learn, 153, 162
opcja stratify, 198
sie¢ neuronowa, 220
SciPy
dopasowanie linii regresji, 135
macierz btedow, 194
regresja liniowa, 134
regresja logistyczna, 174
sie¢ neuronowa, 200
dzialanie, 201
funkcje aktywacji, 204, 210
jednokierunkowa, 208
metoda gradientu stochastycznego, 217
ograniczenia, 221
propagacja w przod, 208, 210
propagacja wsteczna, 213
tworzenie, 201
uzywanie scikit-learn, 220
wizualizacja, 210
ze stochastycznym zej$ciem po gradiencie,
217
sigma, %, 19
skalar, 106
skalowanie, 113, 119
wektoréw, 106
sprawdzanie krzyzowe, 165, 191
z podziatem losowym, 166
z wylaczaniem jednego elementu, 166
SQL, Structured Query Language, 231
standardowy rozklad normalny, 82
standaryzacja Z, 82
statystyka, 45, 62
opisowa, 64, 68
stopnie swobody, 98, 155, 190
suma
kwadratéw, 137, 138
kwadratéw btedéw, 158
sumowanie, 19
SymPy, 17, 29
calkowanie, 40
kreglenie funkgji, 17

logistyczna funkcja aktywacji, 206
metoda gradientu prostego, 145
regresja liniowa, 146
rozwigzywanie ukladu réwnan, 126
sumowanie, 20
upraszczanie wyrazen, 22
wyznaczanie funkgji pochodnej, 32
szansa, 183
sztuczna inteligencj a, 223

S
$cinanie, 113, 115, 120
$rednia
populagji, 68
proby, 68
wazona, 69
T

tempo nauki, 142
teoria liczb, 12
test

dwustronny, 93

jednostronny, 91
testowanie

hipotez, 90

istotnosci, 156
transpozycja macierzy, 114
twierdzenie Bayesa, 49, 195
typy obciazenia danych, 66

U

uczenie
glebokie, 200
maszynowe, 68, 132
ograniczenia, 221
trening, 139
ufnos$é, 160
uktad
réwnan, 124
wspolrzednych, 16
ukryte IT, 248
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wagi, 211
wariancja, 72, 148

w populacji, 71

w prébie, 74
wartosci p, 89, 189
wektory, 101

bazowe, 110, 116

biaséw, 209

dodawanie, 105

inwersja, 113

liniowo niezalezne, 109

liniowo zalezne, 109

taczenie, 105

obrot, 113

skalowanie, 106, 113

$cinanie, 113

tréjwymiarowe, 104

wlasne macierzy, 128

zmienianie kierunku, 108
wiarygodno$¢, 44
wielokrotna regresja liniowa, 167
wizualizacja danych, 236
wlasnoéci rozkladu normalnego, 78
wlasciwosci poteg i logarytmow, 24
wnioskowanie statystyczne, 64, 84
wspotczynnik

determinacji, 157

korelacji, 151

r-kwadrat, 164, 185, 189
zmiennosci, 84
wyjscie aktywowane, 206
wyktadnik, 20
wykres
funkcji
kwadratowej, 18
liniowej, 16
ReLU, 205
wyktadniczej, 33
regresji logistycznej, 175
trojwymiarowy funkeji, 18
wyniki Z, 82
wyznacznik, 119

zbidr
bimodalny, 71
danych MNIST, 208, 221
zdarzenia
niewykluczajace sie, 47
wzajemnie si¢ wykluczajace, 47
zmienna wyjéciowa, 15
zmienne, 14
wejsciowe, 15
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Zmien swoja strone WWW w dziatajacy bankomat!

Dowiedz sie wiece] i dotacz juz dzisiaj! % i
http://program-partnerski.helion.pl
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Zrozum matematyke i efektywnie

uzywaj danych!

Rosngca dostepnosé danych powoduje, ze data science
i uczenie maszynowe znajdujg bardzo szerokie zastoso-
wanie. Rdwnoczesnie wiele 0sob pomija analizy mate-
matyczne przed rozpoczeciem przetwarzania danych.
A to wigze sie z ryzykiem popetnienia istotnych btedow
juz na etapie projektowania danedo systemu. Dopiero
dogtebne zrozumienie niektdérych koncepcji matema-
tycznych i umiejetnos¢ ich praktycznedo zastosowania
sprawia, ze kandydat na analityka danych ma szanse
0siggnac poziom profesjonalisty.

To ksigzka przeznaczona dla osob, ktore chca dobrze
zrozumie¢ matematyczne podstawy nauki o danych

i nauczyc sie stosowania niektérych koncepcji w prak-
tyce. Wyjasniono tu takie zagadnienia jak rachunek
rozniczkowy i catkowy, rachunek prawdopodobienstwa,
algebra liniowa i statystyka, pokazano takze, w jaki
sposob postugiwac sie nimi w redresji liniowej, regresji
lodistycznej i w tworzeniu sieci neuronowych. Poszcze-

golne tematy zostaty omowione zrozumiale, przystepnie,

bez naukowedo Zargonu, za to z licznymi praktycznymi
przyktadami, co dodatkowo utatwia przyswojenie kon-
cepgji i prawidet matematyki. Opanowanie zawartej tu
wiedzy pozwala uniknac¢ wielu kosztownych btedow
projektowych i trafniej wybierac optymalne rozwigzania!

Dzieki ksigZzce nauczysz sie:

« uzywac kodu Pythona
i jego bibliotek
do eksplorowania koncepcji
matematycznych

» postugiwac sie redresja liniowa
i regresja logistyczna

« opisywac dane
metodami statystycznymi
i testowac hipotezy

« manipulowac wektorami
i macierzami

« tgczy¢ wiedze matematyczna
z uzyciem modeli redresji

« unikaé typowych btedéw
w stosowaniu matematyki
w data science

Thomas Nield jest instruktorem

w O'Reilly Media i wyktadowca na
Uniwersytecie Potudniowej Kalifornii.
Prowadzi zajecia z analizy danych,
uczenia maszynowedo, optymalizagji
matematycznej i praktycznedo zasto-
sowania sztucznej intelidencji. Autor
kilku cenionych ksigzek. Zatozyciel firmy
Yawman Flight, ktora opracowuje uniwer-
salne systemy sterowania recznego

do symulatoréw lotu i bezzatogowych
statkdw powietrznych.
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