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Cwiczenia z my$lenia
algorytmicznego

Pewnie oczekujesz wstepu do Pascala, wyjasnienia, czym jest,
%. programu-¢wiczenia pozwalajagcego wypisa¢ cos na ekranie,

opisu budowy programéw albo informacji o obstudze samego
programu. Tymczasem w najblizszym czasie nie bedziemy sie zajmo-
wacé Pascalem. Zajmiemy sig czyms, co jest trzonem programowania,
czyli algorytmami. Aby jednak nie zaczynaé caltkiem na sucho, pierw-
sze ¢wiczenie niech bedzie dziatajacym programem. Nie bedziemy
sie na razie wglebia¢ w jego budowe. Sprébujmy go jedynie wpisac,
uruchomic¢ i zobaczy¢ efekt jego dziatania.

1.1. Na dobry poczqtek — jednak prosty program

CWICIENIE

n Pierwszy program

Napisz i vruchom program, ktéry przywita Cig Twoim imieniem.

Uruchom program Free Pascal, wpisujac z linii poleceti DOS komen-
de fp. Z menu File wybierz New (lub wciénij kombinacje klawiszy
Alt+F, a nastepnie klawisz N). W otwarte okienko edycyjne wpisz po-
nizszy program:
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10 Pascal « Cwiczenia proktyczne

program cwl_1;

{ Program wypisuje powitanie osoby, ktora }
{ wlasciwie wpisze swoje imie w odpowiednie miejsce. }
{ Katalog r1 01 : 1 01l.pas }
const

imie = 'Andrzej'; { Tu wpisz wlasne imie }

begin
Writeln ('Witaj, ' + imie + '!'");
end.

Przepisz go dokladnie i bez btedéw — kazda pomytka moze spowodo-
wacé klopoty z uruchomieniem. Nawet kropka na koncu jest istotna!
Jedyna zmiana, jaka mozesz wprowadzié, to zmiana imienia Andrzej
na wlasne. Nie musisz tez koniecznie wpisywac tekstow w nawiasach
klamrowych. Tak w Pascalu oznaczane sg komentarze. Nie majg one
wplywu na dzialanie programu, ale majg kolosalne znaczenie w przy-
padku, kiedy program trzeba poprawi¢ albo wyjasni¢ komus jego struk-
ture. Mimo ze komentarzy wpisywaé nie musisz, zréb to, aby od po-
czatku nabra¢ dobrych przyzwyczajen. I nie daj sie zwies¢ myéli, ze
zrobisz to pézniej. Ja wielokrotnie obiecywalem sobie, Zze poniewaz
jest mato czasu, bede pisal sam tekst programu, a kiedys, ,,w wolnej
chwili”, opisze go komentarzami. Jak sig nietrudno domysli¢, zaowoco-
walo to tysigcami wierszy nieopisanego tekstu w Turbo Pascalu, ktéry
nigdy juz nikomu sie do niczego nie przyda. Zrozumienie, w jaki spo-
s6b program dziata, moze zaja¢ wigcej czasu niz napisanie go od nowa.
Wpisujac, nie zwracaj uwagi na to, ze niektére stowa sg pogrubione.
Zostaly tak oznaczone jedynie dla poprawienia czytelnosci tekstu.

Nadszed! moment uruchomienia. Wciénij klawisze Ctrl+F9 (jest to od-
powiednik wybrania z menu Run polecenia Run albo wcisnigcia kom-
binacji klawiszy Alt+R i ponownie R). Jezeli przy wpisywaniu progra-
mu popelnite$ btedy, informacja o tym pojawi sie w gérnym wierszu
okna. Nie prébuj na razie wglebia¢ sie w jej tresé, tylko jeszcze raz
dokladnie przejrzyj program i popraw blad. Jezeli program wpisates
poprawnie, nie zobaczysz nic. A gdzie powitanie? Powitanie jest, tyle
ze ukryte. Turbo Pascal oraz Free Pascal wyniki dziatania programéw
ukazujg na specjalnym, przeznaczonym do tego celu ekranie (ang. user
screen), ktéry na razie jest niewidoczny. Aby przetaczy¢ sie do tego
ekranu, nalezy wcisnaé¢ klawisze Alt+F5. Powrét nastepuje po wci-
$nigciu dowolnego klawisza.

Powinienes$ ujrze¢ na ekranie wynik podobny do ponizszego:
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Rozdziat 1. » Cwiczenio z myslenia algorytmicznego 11

Free Pascal IDE Version 1.0.12 [2011/04/23]
Compiler Version 2.4.4

GDB Version GDB 7.2

Using configuration files from: C:\turbo_pascal
Running “C:\turbo pascal\program.exe”

Witaj, Andrzej!

Na koniec trzeba wyjs¢ z Free Pascala. Wciénij kombinacje Alt+X (co
odpowiada wybraniu z menu File polecenia Exit). Na pytanie, czy za-

pisa¢ zmiany, odpowiedz przeczaco.
_ =

1.2. Wrd¢émy do metod

No wlasnie. Przekonales sig, ze komputer do spétki z Pascalem potrafig
zrozumie¢ to, co masz im do powiedzenia, pora wiec... zajac¢ sie teoria.
Tak powiniene$ robi¢ zawsze, kiedy przyjdzie Ci rozwiazaé jaki$ pro-
blem za pomocg komputera. Warto sigs¢ z kartkg papieru i zastanowi¢
sie nad istotg zagadnienia. Kazda minuta po$wigcona na analize pro-
blemu moze zaowocowaé oszczednos$cia godzin podczas pisania ko-
du... Najwazniejsze jest dobrze zrozumie¢ problem i wymyslié¢ algo-
rytm jego rozwigzania. No wlasnie. Co to stowo wlasciwie oznacza?

Najproéciej rzecz ujmujac, algorytm to po prostu metoda rozwigzania
problemu albo — piszac inaczej — przepis na jego rozwiqzanie. Oczy-
wiscie nie jest to tylko pojecie informatyczne — réwnie dobrze stosuje
sie je w wielu dziedzinach zycia codziennego (jak cho¢by w gotowa-
niu). Tak samo jak mozna my$le¢ o przepisie na ugotowanie makaro-
nu, mozna rozwazac¢ algorytm jego gotowania. Rozwazajac algorytm
rozwigzania problemu informatycznego, nalezy mie¢ na uwadze:

Q dane, ktére moga by¢ pomocne do jego rozwigzania — wraz
ze sposobem ich przechowania, czyli strukturg danych;

Q wynik, ktéry chcemy uzyskac.

Gdzie$ w tle rozwazamy tez czas, ktéry mamy na uzyskanie wyniku
z danych. Oczywiscie tak naprawde myélimy o dwdéch czasach: jak
szybko dany program trzeba napisac i jak szybko musi on dziata¢. La-
two jest szybko napisa¢ program, ktéry dziata wolno, jeszcze tatwiej
napisa¢ powoli taki, ktéry dziala jak z6lw. Prawdziwa sztuka jest szyb-
ko napisa¢ co$, co pracuje sprawnie. Nalezy jednak mie¢ na uwadze,
ze zwykle program (badz tez jego czes¢) jest pisany raz, a wykorzysty-
wany wiele razy, wiec o ile nie grozi to zawaleniem terminéw, warto
poéwieci¢ czas na udoskonalenie algorytmu.
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A zatem rozwazajac dane, ktére masz do dyspozycji, oraz majac na
uwadze czas, musisz okresli¢, w jaki sposéb uzyskac¢ jak najlepszy
wynik. Inaczej moéwiac, musisz okresli¢ dzialania, ktérych podjecie
jest konieczne do uzyskania wyniku, oraz ich wtasciwg kolejnosé.

CWICZENIE

Algorytm gotowania makaronu

Lapisz sposéb, czyli algorytm, gotowania makaronu.

Wréémy do przyktadu z makaronem. Byé moze istniejg inne sposoby
jego ugotowania, ale moja metoda (algorytm) jest nastgpujaca. Przyj-
muje, ze mam makaron spaghetti jakosci pozwalajacej uzyskaé zado-
walajgcy mnie wynik, sél, wode, garnek, cedzak, minutnik i kuchnie.
Makaron proponuje ugotowac tak:

1.
2.

Zagotowa¢ w garnku wode.

Do gotujacej sie wody wlozy¢ makaron, tak aby byl w niej
zanurzony.

Posoli¢ do smaku (w kuchni takie pojecie jest tatwiej
akceptowalne niz w informatyce — tu trzeba by doktadnie
zdefiniowaé, co oznacza ,,do smaku”, a by¢ moze zaprojektowac
jakis system doradzajacy, czy ilos¢ soli jest wystarczajaca;
poniewaz chcemy jednak stworzy¢ algorytm prosty i doktadny,
przyjmijmy mojg norme — % tyzki soli kuchennej na 5 litréw
wody).

Gotowa¢ okoto 8 minut, od czasu do czasu mieszajgc.

5. Zagotowany makaron odcedzi¢, uzywajac cedzaka.

7.

Rowniez uzywajgc cedzaka, pola¢ makaron doktadnie zimng
woda, aby sie nie sklejat.

Przesypa¢ makaron na talerz.

No i jedzenie gotowe. Mozna jeszcze pomys$le¢ nad przyprawieniem
makaronu jakim$ sosem, ale to juz inny algorytm. Nie méwie przy
tym, ze przedstawiona metoda jest najlepsza czy jedyna. To po prostu
moj algorytm gotowania makaronu, ktéry mi smakuje.

Warto zwréci¢ uwage, ze oprécz samych sktadnikéw oraz czynno-
Sci niezwykle wazna jest kolejnos¢ wykonania opisanych czynnoéci.
Makaron posolony juz na talerzu (po punkcie 7. algorytmu) smako-
walby duzo gorzej (cho¢ musze szczerze przyznac, ze zdarzyla mi sig
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Rozdziat 1. » Cwiczenia z myslenia algorytmicznego 13

taka wpadka). Polewanie zimng wodg makaronu przed wlozeniem go
do garnka (a wiec przed punktem 1.) na pewno nie zapobiegnie jego

sklejaniu.
=

Jakiez to malo informatyczne! Czy to w ogble ma zwigzek z tworzeniem
programéw? Moim zdaniem TAK. W nastepnym éwiczeniu rozwazy-
my mniej kulinarny, a bardziej matematyczny problem (matematyka
czesto przeplata sie z informatyka i wiele probleméw rozwigzywanych
za pomoca komputeréw to problemy matematyczne).

CWICZENIE

Algorytm znajdowania NWD
Inajdz najwiekszy wspalny dzielnik (NWD) liczb naturalnych Ai B.

Zadanie ma wiele rozwigzan. Pierwsze nasuwajace sig, nazwiemy je
sifowym, jest réwnie skuteczne, co czasochlonne i niezgrabne. Pomyst
jest nastepujacy. Poczawszy od mniejszej liczby, a skoficzywszy na
znalezionym rozwigzaniu, sprawdzamy, czy liczba dzieli A i B bez
reszty. Jezeli tak — to mamy wynik, jak nie — pomniejszamy liczbe
0 1 i sprawdzamy dalej. Innymi stowy, sprawdzamy podzielnosé¢ liczb
A i B (zal6zmy, ze B jest mniejsze) przez B, potem przez B-1, B-2 i tak
do skutku... Algorytm na pewno da pozytywny wynik (w najgorszym
razie zatrzyma sie na liczbie 1, ktéra na pewno jest dzielnikiem A i B).
W najgorszym przypadku bedzie musiat wykona¢ 2B dzieleri i B odej-
mowan. To zadanie na pewno jednak da sie i nalezy rozwiazac¢ lepiej.

Drugi algorytm nosi nazwe Euklidesa. Polega na powtarzaniu cyklu na-
stepujacych operacji: podziatu wiekszej z liczb przez mniejszg (z resz-
tg) i dalszej dzialalno$ci prowadzgacej do wybrania dzielnika i znale-
zionej reszty. Operacja jest powtarzana tak dlugo, az resztg bedzie 0.
Szukanym najwiekszym wsp6lnym dzielnikiem jest dzielnik ostatniej
operacji dzielenia. Oto przyklad (szukamy najwiekszego dzielnika liczb
121 32):

32/ 12 = 2 reszty 8
12 /8 =1 reszty 4
8 /4 =2reszty 0

Szukanym najwiekszym wspélnym dzielnikiem 12 i 32 jest 4. Jak wi-
da¢, zamiast sprawdzania 9 liczb (12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4), z wykona-
niem dwéch dzielen dla kazdej z nich, jak miatoby to miejsce w przy-
padku rozwigzania silowego, wystarczyty nam tylko trzy dzielenia.
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14 Pascal » Cwiczenia praktyczne

Bardzo podoba mi sie trzeci algorytm, bedacy modyfikacja algoryt-
mu Euklidesa, ale niewymagajacy ani jednego dzielenia. Tak, to jest
naprawde mozliwe. Jezeli liczby sa r6zne, szukamy ich réznicy (od
wiekszej odejmujac mniejsza). Odrzucamy wiekszg z liczb i czynimy
to samo dla mniejszej z nich i wyniku odejmowania. Na koricu, kiedy
liczby beda sobie réwne, beda jednoczesnie wynikiem naszych po-
szukiwan. Nasz przyklad z liczbami 32 i 12 bedzie sie przedstawiatl
nastepujaco:
32 - 12
20 - 12
12 -8=4
8-4=4
4=14

0

2
8

Znowu znaleziono poprawny wynik, czyli 4. Operacji jest co prawda
wiecej, ale warto zwrécié uwage, ze sa to jedynie operacje odejmo-
wania, a nie dzielenia. Koszt operacji dodawania i odejmowania jest
za$ znacznie mniejszy niz dzielenia i mnozenia (piszac ,koszt”, mam
tu na mysli czas pracy procesora, niezbedny do wykonania dziatania).
Zastanéwmy sig jeszcze, na czym polega r6znica pomiedzy ostatnimi
dwoma algorytmami. Po prostu szukanie reszty z dzielenia liczb A
i B poprzez dzielenie zastgpiono wieloma odejmowaniami.

CWICZENIE -

m Algorytm znajdowania NWW

Inajdz najmniejszq wspolng wielokrotnos¢ (NWW) liczb naturalnych A'i B.

Czasem najlepsze sa rozwigzania najprostsze. Od razu mozemy sie do-
mysli¢, ze ,,sitowe” rozwigzania (na przyklad sprawdzanie podziel-
nosci przez A i B liczb od A-B w dét az do wiekszej z nich i przyjecie
jako wyniku najmniejszej, ktérej obie sa dzielnikami), cho¢ istnieja,
nie sg tym, czego szukamy. A wystarczy przypomnie¢ sobie fakt z ma-
tematyki z zakresu szkoty podstawowe;j:

A-B

i juz wiadomo, jak problem rozwiagzaé¢, wykorzystujac algorytm, kté-
ry znamy. Usilne (i czesto uwienczone sukcesem) proby rozwigzania
problemu poprzez sprowadzenie go do takiego, ktéry juz zostal roz-
wigzany, to jedna z cech programistéw. Jak zobaczysz w nastepnych
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Rozdziat 1. » Cwiczenia z myslenia algorytmicznego 15

¢wiczeniach, czesto stosujac rézne techniki, programiéci sa nawet
w stanie sprowadzi¢ rozwigzanie zadania do... rozwigzania tego sa-
mego zadania dla innych (latwiejszych) danych, w nadziei, ze dane
w koricu stang sig tak proste, iz bedzie mozna podaé¢ wynik ,,z glowy”.
I to dziala!

— |

Podstawg tak sprawnego znalezienia rozwigzania tego ¢wiczenia oka-
zala sie elementarna znajomos$¢ matematyki. Jak juz pisalem, matema-
tyka dos¢ silnie splata sie z programowaniem i dlatego dla wlasnego
dobra przed przystgpieniem do ,klepania” w klawiature warto przy-
pomnie¢ sobie kilka podstawowych zaleznosci i wzoréw. Jako dowéd
na to zapraszam do rozwigzania kolejnego ¢wiczenia.

CWICZENIE

Algorytm potegowania

Inajdz wynik dziatania A

Wyglada na to, ze twércy Pascala o czym$ zapomnieli albo uznali za
niepotrzebne, liczac na znajomo$¢ matematyki wsréd programistéw
(z drugiej strony, wbudowanych jest wiele mniej przydatnych funk-
cji). W kazdym razie — cho¢ trudno w to uwierzy¢ — nie ma bezpo-
srednio mozliwosci podniesienia jednej liczby do potegi drugie;j. Jest
to zapewne jedna z pierwszych wlasnych funkcji, ktére napiszesz.
Tylko jakim sposobem? Jako utatwienie podpowiem, Ze trzeba skorzy-
sta¢ z wlasnosci logarytmu i funkgji e*.

Nalezy przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie:

47 =) _ et
poniewaz x = "™ oraz In(x’) = y-In(x). Obie funkcje (e* i In(x)) sa
w Pascalu dostepne, wiec dzieki temu problem mozemy uznaé¢ za roz-
wigzany. Nie bylo to trudne dla os6b, ktére potrafig sie postugiwaé
suwakiem logarytmicznym, ale mnie przyprawilo kiedys o bél glowy
i wywotalo konieczno$¢ przypomnienia sobie logarytméw. Warto pa-
mietaé, ze rozwigzanie to bedzie skuteczne jedynie dla dodatnich war-
tosci podstawy potegi i nie znajdziemy w ten sposob istniejgcego wy-
niku dziatania (—4)*

_ =
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16 Pascal « Cwiczenia proktyczne

CWICZENIE

Algorytm obliczania silni

Inajdz silnie danej liczby (N!).

Jak wiadomo z lekcji matematyki, silnia liczby jest iloczynem wszyst-
kich liczb naturalnych mniejszych od niej lub jej réwnych, czyli:

Ni=1-2-..-(N-1)-N

Juz bezposrednio z tej definicji wynika jedno (catkiem poprawne) roz-
wigzanie tego problemu. Nalezy po prostu uzyska¢ wynik mnozenia
przez siebie wszystkich liczb naturalnych mniejszych od lub ré6wnych
danej. Ten algorytm nosi nazwe iteracyjnego i zostanie dokladnie po-
kazany w ¢wiczeniu 3.37.

Zastan6w sie jednak jeszcze nad drugim algorytmem. Silnia posiada
tez druga definicjg (oczywiscie réwnowazng poprzedniej):

1 gdy N=0
N'=
N-(N=-1)! gdy N>0

W tej definicji jest co$ dziwnego. Odwotuje sie do... samej siebie. Na
przykiad przy liczeniu 5! kaze policzy¢ 4! i pomnozy¢ przez 5. Jako
pewnik daje nam tylko fakt, ze 0! = 1. Jak sie okazuje — to zupetnie
wystarczy. Sprébuj na kartce, zgodnie z tg definicja, policzy¢ 5!. Po-
winiene$ otrzymac taki ciag obliczen:

51 =5 * 4]

50 =5* (4 *31)

5/ =5* (4* (3 *21))

5l =5* (4 * (3*(2*11)))
S5l=56*@*@3*@2*(1*01)))
S5l =56*@*(@*2*(1*1)))
5/ =5* (4 *(3*(2*1)))

5/ =5*(4* (3*2))

5/ =5*(4%*6)

5l =5*24

51 =120

Jak widaé, otrzymalis$my poprawny wynik. Mam nadzieje, ze przesle-
dzenie tego przykladu pozwoli na zrozumienie takiego sposobu defi-
niowania funkcji i przeprowadzania obliczen. Metoda ta jest bardzo
czgsto wykorzystywana w programowaniu i nosi nazwe rekurencji.
W skrocie méwiac, polega ona na definiowaniu funkcji za pomoca
niej samej, ale z mniejszymi (badZ w inny sposéb latwiejszymi) argu-
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mentami. A w przypadku programowania — na wykorzystaniu funk-
¢ji lub procedury przez nig sama.

CWICIENIE -
Rekurencyjne mnozenie liczh

Sprébuj zdefiniowa¢ mnozenie dwdch liczb naturalnych A i B w sposéb rekurencyjny.

To tylko éwiczenie — do niczego sie w przyszlosci nie przyda (wszak
komputery potrafia mnozy¢), ale — mam nadzieje — pozwoli Ci sig
blizej zapoznaé z rekurencja.

A gdy B=1
A-B=
A+[4-(B-1)] gay B>1
oczywiScie mozna tez:
4B B gdy A=1
[(4=1)-B]+B gdy A>1

Wiele podejmowanych dziatan (zar6wno matematycznych, jak i w zy-
ciu codziennym) podlega zasadzie rekurencji. Kilka é¢wiczenn dodatko-
wych pod koniec rozdzialu pozwoli jeszcze lepiej sie z nig zapoznac.

CWICZENIE

Obliczanie ciqgu Fibonacciego

Przemysl sensownos¢ rozwigzania rekurencyjnego problemu N-tego wyrazu ciggu
Fibonacciego.

To éwiczenie to ilustracja swoistej ,,pulapki rekurencji”, w ktéra ta-
two moze wpasé nieuwazny programista. Wiele os6b po poznaniu tej
techniki stosuje ja, kiedy tylko sie da. A juz na pewno zawsze, gdy
problem jest zdefiniowany w sposéb rekurencyjny. Latwo mozna stac
sie ofiara tej pozytecznej techniki.
Rozwazmy ciag Fibonacciego, ktérego wyrazy opisane sg definicjg re-
kurencyjna:
0 gdy N=0
F(N)= 1 gdy N=1
F(N-1)+F(N-2) gdy N>1
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Wydaje sie, ze nasz problem rozwiazuje juz sama definicja. Wystar-
czy wykorzysta¢ rekurencje. Sprébujmy wiec na kartce, zgodnie z de-
finicja, policzy¢ kilka pierwszych wyrazéw ciagu:

Fo) =0
F1) =1
F(2) = F(1)+F0=1+0=1
F(3) = F(2)+F1)=F1)+FO0)+F1)=14+0+1=2
F(3) + F(2) =F(2) + F(1) + F(2) =
F(4) = F(1)+ F(0) + F(1) + F(1) + F(0) =
1+0+1+1+0=3
F(4) + F(3) = F(3) + F(2) + F(3) =
F5) = F(2) + F(1) + F(2) + F(Z) + F(1) =
F(1) + F(0) + F(1) + F(1) + F(0) + F(1) + F(0) +
F(1 )—1+0+1+1+0+1+0+1—5
F(7) + F(6) = F(6) + F(5) + F(5) + F(4) =
F@8) = F(5)+ (]+F(]+F(3)+F()+F()+F(3)+
F(2) = ...to liczenie nie idzie chyba w dobrym kierunku..
F(50) = Czy sajacy$ odwazni?

Cos jest nie tak — algorytm liczacy F(8) kaze nam w pewnym momen-
cie liczy¢ az trzy razy F(4) i trzy razy F(3). Oczywiscie nie bedzie tego
liczyt tylko raz i przyjmowat wyniku dla wszystkich obliczen, ponie-
waz wystegpujg one w réznych wywotaniach rekurencyjnych i wza-
jemnie o swoich wynikach nic nie wiedza. Podobnie nie da sie sko-
rzysta¢ z wyliczonych juz, poprzednich wartosci, poniewaz nigdzie
nie sg przechowywane. To jest bardzo zly sposéb rozwigzania tego
problemu. Mimo ze funkcja posiada dobra rekurencyjna definicje, jej
zaprogramowanie za pomocg rekurencji nie jest dobre.

A jak zaprogramowac obliczanie wartosci takiej funkcji za pomocg
komputera? Bardzo tatwo — iteracyjnie. Wystarczy liczy¢ jej kolejne
warto$ci dla liczb od 2 az do szukanej i pamieta¢ zawsze tylko ostat-
nie dwa wyniki. Ich suma stanie sie za kazdym razem nowa warto-
Scig i do kolejnego przebiegu przyjmiemy wlasnie jg i wigksza z po-
przednich dwéch. Czas pracy rozwigzania iteracyjnego jest wprost
proporcjonalny do warto$ci N. A od czego zalezy ten czas w przypad-
ku rozwigzania rekurencyjnego? Niestety, od 2N. Pamigtasz legende
o twércy szachéw? Jezeli nie, koniecznie jg odszukaj. Jest ona piekng
ilustracjg wzrostu warto$ci funkcji potegowe;j:
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N 2N
1 2
2

3 8

4 16
10 1024
11 2048
12 4096
20 1048576
30 1073741824
40 1099511627776
60 1152921504606846976
100  1267650600228229401496703205376
1000 ok. 1*10%"

Jak widaé¢, wraz ze wzrostem wielko$ci danej czas rozwigzywania za-
dania bedzie rést w sposéb niesamowity. W éwiczeniu 3.61 bedziesz
mial mozliwoé¢ sprawdzenia czasu dzialania algorytmu o ztozonosci
wykladniczej (tak informatycy nazywaja funkcje, ktéra okresla czas
obliczen w zaleznosci od rozmiaru danych) dla ré6znych danych.

Algorytméw o zlozonosci wykladniczej stosowaé nie nalezy. Istnieje
co prawda cala grupa probleméw, dla ktérych nie znaleziono lepsze;j
niz wyktadnicza metody rozwigzania (i prawdopodobnie nigdy nie
zostanie ona znaleziona), jednak przy ich rozwigzywaniu stosuje sig
inne, przybliZzone, lecz szybciej dzialajace algorytmy. W przeciwnym
razie nawet dla problemu z bardzo mata dang na rozwiazanie trzeba
by byto czeka¢ wieki.

Duzo lepsze sg algorytmy o zlozonosci wielomianowej (takie, w kté-
rych czas pracy zalezy od potegi rozmiaru problemu — na przyktad
od kwadratu problemu). Bardzo dobre — w klasie wielomianowych
— s te o zloZonosci liniowej (i taki udato sie nam wymysli¢!). Istnieje
jednak jeszcze jedna klasa, kt6rg informatycy lubia najbardziej. Po-
znasz jg w nastepnym ¢wiczeniu.

A jako ostatnig informacje z tego ¢wiczenia zapamietaj, ze kazdy al-
gorytm rekurencyjny da sie przeksztalci¢ do postaci iteracyjnej. Cza-
sami tak tatwo, jak silnie czy ciag Fibonacciego, czasem trudniej lub
bardzo trudno (swego czasu zamienialem na posta¢ iteracyjng algo-
rytm, ktéry w postaci rekurencyjnej miat kilka wierszy, posta¢ itera-
cyjna za$ miala ich wielokrotnie wigcej). Prawie zawsze stracimy na
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czytelnosci. Zwykle zyskamy jednak na czasie pracy i obciazeniu kom-
putera. Jezeli wiec przeksztalcenie do postaci iteracyjnej jest proste
i oczywiste, nalezy to zrobi¢ — ale nie za wszelkg cene.

CWICIENIE -

Algorytm podnoszenia 2 do potegi naturalnej

InajdZ metode obliczania wyrazenia ZN, gdzie N jest liczhg naturalng.

Nasunat Ci sie pierwszy pomyst: skorzystanie z naszego znakomitego
algorytmu z ¢wiczenia 1.5. Wszak 2V = eV wigc z szybkim wyli-
czeniem nie bedzie problemu. Pomyst nawet mi sie podoba (§wiadczy
o tym, ze oswoile$ sie juz z myS$la, by rozwigzywaé problemy przez
ich sprowadzenie do juz rozwiagzanych). Ale klopot polega na tym, ze
nasza metoda opiera sie na funkcjach, ktére dziatajg na liczbach rze-
czywistych (e* i In(x)). Poniewaz komputer reprezentuje liczby rzeczy-
wiste z pewnym przyblizeniem, nie dostaniemy niestety dokltadnego
wyniku — liczby naturalnej. Dla odpowiednio duzego N wynik za-
cznie by¢ obarczony bledem. A my tymczasem potrzebujemy wyniku
bedacego liczbg naturalng. Pomys$lmy wiec nad innym rozwigzaniem.

A gdyby tak po prostu N razy przemnozy¢ przez siebie liczbe 2 (a je-
zeli N = 0, za wynik przyja¢ 1)? Pomyst jest dobry. Jego zlozonosé jest
liniowa (przed chwilg napisaliSmy, ze dla liczby N nalezy pomnozy¢
N razy — liniowo$¢ rozwigzania wida¢ bardzo dobrze). Rozwigzanie
jest poprawne.

Ale da sie to zrobi¢ lepiej — rekurencyjnie. Sprébujmy zdefiniowaé
2N w nastepujacy sposdb:

1 gdy N=0
2V = (2 N2 )2 gdy N jest parzyste
2-(2% )2 gdy N jestnieparzyste
(jako N/2 rozumiemy catkowitg cze$¢ dzielenia N przez 2). Jako drobne
¢éwiczenie matematyczne proponuje sprawdzi¢ (a moze nawet udo-
wodnié?), czy jest to prawda. Jezeli kto§ chce sie zmierzy¢ z dowo-
dem, proponuje przypomnie¢ sobie dowody indukcyjne. Rekurencja
w informatyce i indukcja w matematyce to rodzone siostry.

Powstaje pytanie (metode — rekurencyjng — juz mamy): czy to daje
nam jaka$ oszczedno$é? Przyjrzyjmy sie jeszcze raz temu wzorowi.
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Za kazdym razem warto$¢ argumentu maleje nie o jeden czy dwa (jak
byto w przypadku silni czy ciggu Fibonacciego), ale... o polowe. Czyli
gdy szukamy potegi 32, za drugim razem bedziemy juz szukaé 16, za
trzecim 8, potem 4, 2, 1 i zerowej. To nie jest w zaden sposéb liniowe.
To jest o wiele lepsze! Jak nazwaé zlozonosé tego algorytmu? Przyje-
o sig méwié, ze jest to zlozonosé logarytmiczna. Oznacza to, Ze czas
rozwigzania problemu jest zalezny od logarytmu (w tym przypadku
o podstawie 2) wielkosci danych. To jest to, co informatycy lubia naj-
bardzie;j.

Tabelka, ktérg pokazaliSmy powyzej, bytaby niepelna bez danych
o zlozonosci logarytmicznej. Powtérzmy jg zatem:

N log,(N) 2N
1 0 2

2 1,00
3 1,58 8
4 2,00 16
10 3,32 1024
11 3,46 2048
12 3,58 4096
20 4,32 1048576
30 4,91 1073741824
40 5,32 1099511627776
60 5,91 1152921504606846976
100 6,64 1267650600228229401496703205376
1000 9,97 ok. 1*10°%91

Czy widzisz réznice? Dla danej o wartosci 1000 algorytm logarytmicz-
ny musi wykona¢ tylko 10 mnozen, a liniowy — az tysigc. Gdyby$my
wymyélili algorytm wyktadniczy, liczby mnozen nie datoby sie tatwo
nazwad, a juz na pewno nie daloby sie tej operacji przeprowadzi¢ na
komputerze.

Ten typ algorytmoéw, ktére sprowadzajg problem nie tylko do mniej-
szych tego samego typu, ale do mniejszych przynajmniej dwukrotnie,
nazwano (moim zdaniem stusznie) dziel i zwyciezaj. Zawsze, gdy uda
Ci sie podzieli¢ w podobny sposéb problem na mniejsze, masz szan-
s¢ na uzyskanie dobrego, logarytmicznego algorytmu.

— |
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CWICZENIE

Algorytm okreslania liczh pierwszych

Sprawdz, czy liczha N jest liczhq pierwszg.

Dla przypomnienia: liczba pierwsza to taka, ktéra ma tylko dwa réz-
ne, naturalne dzielniki: 1 i samg siebie.

Zadanie wbrew pozorom nie jest tylko sztuka dla sztuki. Funkcja spraw-
dzajgca, czy zadana liczba jest pierwsza, czy nie (i znajdujaca jej dziel-
niki) w szybki sposéb (a wigc o matej zlozonosci), miataby ogromne
znaczenie w kryptografii — i to takiej silnej, najwyzszej jakosci, a kon-
kretnie w famaniu szyfréw. Warto wiec poswieci¢ chwilke na rozwig-
zanie tego zadania.

Pierwszy pomyst: dla kazdej liczby od 2 do N-1 sprawdzi¢, czy nie
dzieli N. Jezeli ktéras z nich dzieli — N nie jest pierwsze. W przeciw-
nym razie jest. Pierwszy pomyst nie jest zty. Funkcja na pewno dziala
i ma zlozono$¢ liniowa. Troszke da sie ja poprawié, ale czy bardzo?

Poczynimy nastepujaca obserwacje. Jezeli liczba N nie byla podzielna
przez 2, to na pewno nie jest podzielna przez zadng liczbe parzysta.
Mozna wiec $miato wyeliminowa¢ sprawdzanie dla wszystkich liczb
parzystych wiekszych od 2. Czyli sprawdzac dla 2, 3, 5, 7 itd. Redu-
kujemy w ten sposéb problem o potowe, uzyskujac zlozonosé¢, no wta-
$nie — jaka? Tak, nadal liniowa. Algorytm bez watpienia jest szybszy,
ale ciagle w tej samej klasie.

Pomy$lmy dalej. Dla kazdego ,,duzego” (wigkszego od /N ) dzielnika
N musi istnie¢ dzielnik ,,maly” (mniejszy od /¥ ) — bedacy ilorazem
N i tego ,,duzego”. Nie warto wiec sprawdzac liczb wigkszych od n
— jezeli przedtem nie znalezliémy dzielnika, dalej tez go nie bedzie.
Czyli nie sprawdzamy liczb do N-1, tylko do /n . Czy co§ nam to da-
to? Oczywiécie algorytm dziata jeszcze szybciej. A jak z jego zlozo-
noécig? Co prawda nie jest liniowa, ale wykltadnicza (tylko z lepszym
niz liniowa wykltadnikiem). Proste pytanie: z jakim wykladnikiem zlo-
zono$¢ wielomianowa jest liniowa, a z jakim jest taka, jaka uzyskali-
smy? Jezeli podates odpowiednio wartosci 1 i %%, to udzielites popraw-
nej odpowiedzi.
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1.3. Co powinienes$ zapamietac z tego cyklu éwiczen

Co to jest algorytm?

Co to jest zlozonos¢ algorytmu?

Co to jest iteracja?

Co to jest rekurencja?

Dlaczego rekurencja nie zawsze jest dobra?
Na czym polega metoda dziel i zwycigezaj?

00000 DCO

Jak wygladajg dobre algorytmy dla kilku prostych probleméw:
gotowania makaronu, szukania najwiekszego wspélnego dzielnika,
najmniejszej wspélnej wielokrotnosci, silni, wyrazu ciggu
Fibonacciego, potegi liczby, sprawdzania, czy liczba jest pierwsza?

1.4. Cwiczenia do samodzielnego rozwigzania

CWICZENIE

Gotowanie potraw

Napisz algorytm gotowania ulubionej potrawy.

Mozesz postuzyc¢ sie ksigzka kucharska. Zwréé szczegbdlng uwage na
sktadniki (czyli ,,dane” algorytmu) oraz na kolejnos¢ dziatan.

CWICZENIE [
Udzielanie pierwszej pomocy

Podaj algorytm vdzielania pierwszej pomocy osobie poszkodowanej w wypadku
samochodowym.

CWICZENIE _—

m Obliczanie pierwiastkow

Napisz algorytm liczenia pierwiastkdw réwnania kwadratowego.

Funkcja (dla przypomnienia) ma postaé f(x) = ax’+bx+c. Przypomnij
sobie szkolny sposéb liczenia pierwiastkow — on w zasadzie jest juz
bardzo dobrym algorytmem.

_ =
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CWICZENIE

Obliczanie wartosci wielomianu

Przeanalizuj problem obliczania wartosci wielomianu.

Wielomian ma nastepujaca postac: w(x) = a,x"+ a, x"" + ... + a,x +
a,. Por6wnaj metode najbardziej oczywistg (mnozenie i dodawanie
»po kolei”) z algorytmem opartym na schemacie Hornera, ktéry moé-
wi, ze wielomian mozna przeksztalci¢ do postaci: w(x) = (... (a,x +
a,.)x + ... + a)x + a,. Aby to nieco rozjasni¢: wielomian trzeciego
stopnia: w,(x) = a,x° + a,xX’ + a,x + a, mozna przeksztatci¢ do posta-
ci: w(x) = ((a;x + a,)x+ a,)x + a, — sprawdz, ze to to samo. Por6wnaj
liczbe dziatan (mnozen i dodawan) w obu przypadkach. Czy zlozo-
nos$¢ w ktéryms$ z nich jest lepsza? Jezeli nie, to czy mimo wszystko
warto stosowac ktérys z nich? Moze jestes w stanie zauwazy¢ takze
jakie$ inne jego zalety?

CWICZENIE -

Lgadywanie liczb

Przeanalizvj gre w zgadywanie liczby.

Pamietasz gre: zgadnij liczbe z zakresu 1 — 10007 Zgadujacy podaje
odpowiedz, a Ty méwisz ,,zgadles”, ,,za duzo” albo ,,za malo”. Gdyby
zgadujacy ,strzelal”, trafienie trwaloby dlugo. Mozna jednak wymy-
§li¢ bardzo sprawny algorytm zgadniecia liczby. Sprébuj go sformu-
towaé. Ile maksymalnie razy trzeba zgadywac, zeby mie¢ pewnosé
uzyskania prawidtowego wyniku? Jaka zlozono$¢ ma algorytm? Czy
przypomina Ci ktéras z metod z poprzednich ¢wiczen? Zapamietaj
nazwe tej metody: przeszukiwanie binarne.

CWICZENIE _—

m Potozenie punktu wzgledem trojkqta

Sprawdz, czy punkt X lezy wewngtrz, czy na zewnqtrz tréjkqta ABC.

Narysuj oba przypadki na kartce i rozwaz pola tréjkatéw, ktére po-
wstaly poprzez potaczenie wierzcholkéw tréjkata z punktem, oraz
kombinacje ich sum. Podaj algorytm sprawdzania.

_
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CWICZENIE
WieieHunoi

Napisz algorytm rozwigzania problemu wiez z Hanoi.

all Ll
di 1Ll &

Wieze z Hanoi to klasyka zadan informatycznych. Do dyspozycji masz
trzy stosy, na ktérych uktadasz kétka. Na poczatku kétka tworzg pira-
mide na jednym z nich. Nalezy przenies¢ ja cala na drugi stos zgod-
nie z zasadami: kazdorazowo mozna przenies¢ tylko jedno kétko ze
szczytu dowolnego stosu; nie mozna ktasé kétek wigkszych na mniej-
sze. Przyjrzyj sie ilustracji.

Podaj algorytm rozwigzania tego problemu. Zastanéw sie nad rozwig-
zaniem rekurencyjnym. Jakg zltozono$¢ moze mie¢ wymyslony algo-
rytm? Czy myslisz, ze da sig znalez¢ rozwigzanie o lepszej zlozonosci?

CWICZENIE -

m Inajdowanie maksimum

Rozwaz algorytmy przeszukiwania ciggu liczh w celu znalezienia maksimum.

Masz do dyspozycji nieuporzadkowany skonczony ciag liczb i zada-
nie, aby znalez¢ w nim najwiekszg liczbe. Przemysl dwie metody:
1. Przesuwasz sie po kolejnych wyrazach ciggu i sprawdzasz,
czy biezacy nie jest wiekszy od dotychczas znalezionego
najwiekszego (ktéry pamietasz). Jezeli tak, to przyjmujesz,
ze to on jest najwiekszy. Po dojsciu do kornica ciggu bedziesz
znal odpowiedz.

2. Dziatasz rekurencyijnie. Jezeli ciag jest jednoelementowy,
uznajesz, ze ten element jest najwiekszy. W przeciwnym
razie dzielisz cigg na 2 czesci i sprawdzasz, co jest wieksze
— najwiekszy element lewego podciagu czy najwiekszy
element prawego podciggu.
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Drugi algorytm jest typu dziel i zwyciezaj i na pierwszy rzut oka wy-
daje sie lepszy niz pierwszy (liniowy). Sprawdz, czy to prawda. Zréb
to na kilku przyktadach. Ktéry algorytm jest lepszy? Dlaczego wynik
jest taki zaskakujacy?

CWICZENIE

Analizowanie funkcji Ackermanna

Przyjrzyj sie funkcji Ackermanna.

A(m,n)=

n+l
A(m—1,n)

gdy m=0
gdy m>0,n=0

A(m—l,A(m,n—l)) gdy m,n>0

Ta niewinnie wygladajgca funkcja zdefiniowana rekurencyjnie to praw-
dziwy koszmar. Sprébuj policzy¢ A (2, 3) bez pamietania w czasie wy-
liczania warto$ci juz policzonych. A A (3, 3)? Czy odwazylbys sie po-
liczy¢ A (4, 3)? Czy algorytm rekurencyjny zdaje tu egzamin?

Sprébuj podejsé do zadania w inny sposéb. Zapisuj wyliczane wyni-
ki w tabelce (na przykiad w pionie dla warto$ci m, w poziomie dla n).
Ponizej masz poczatek takiej tabelki:

m\n 0 1 2 3 4 5 6 9
0 1 2 3 4 5 7 9 10
1 2 3 4 5 6 8 10 11
2 3 5 7 9
3 5
4

Sprébuj policzy¢ kilka kolejnych wartoéci. Zastanéw sie, w jaki spo-
s6b mozna sprébowaé zabra¢ sie do rozwigzania tego problemu ite-

racyjnie.
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konserwasji, a berdzo popularna arodowisko Celphl wikcrzyatuje
pewra jeco odmiang. Cléwrym cowedem esl jeco warloid
edukacyine — prozta i czytelna sidadria Passala, niewield zestaw
slow kluczowych | 3pore moZliwoac czyrig £ niego doskonalg
platfcrme nauki dia poczatkuiacyeh programistow. Opancwenic
fego jeeyka znakomiciz ulatee pozrawane nnysh (esylow
oraz ghutecania Uczy rozaEzywana problemow algorytmicznych,
¢ c2ym najlepie; moze Swiadcerye fakt, Ze jexyk ten jest nadal
wykorzyetpwary w procesia kezicicenia prayeahech informatykow
na wislu polskich uczelngch.

Pascal Cwiczanis puaktycena. Wyian'se i 1o kokjra edysga naj-
popidarniejsre) w Polsce ksiarki o Pastahl, spravdrone) | wyko-
rmyaiywans] preez wikladowcow studentiw, nauczycieli nforma-
tvki oraz ich ucanidw. Zraidziess tu zbior cwizzeh, driek Kidrm
pcznasz zasady programowania w tym jezvka | Eywene W nim
swukiury danych, Mauczysz sie rozwiarmywat zadania progremi-
siyome za pomoca algondmow i dowiesz sig, z jakich elementow
s4lade sig kazdy orogram w Pascall, Whionujac koleine ewicze-
nia, poznasz instrukejo togo Kzyvka, oocrceujesz wiasna proocdury
I fun<cla, utworayse nowe oy danych oz dowess aig, ok
kompilowas | uruchamiad ewcie programy. Przsde wenyekim z5s
nauczysz sig mysied | daatad jak orawcziay fcrmatyk. A wiady
kariera profesjonalnego crogramisty stanie przed Tobg ctaorem!
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