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ROZDZIAL 8.
Szacowanie

Wyobraz sobie, ze mieszkasz w mieécie liczagcym 10 000 mieszkancow i chcesz przewidzied,
kto wygra zblizajace si¢ wybory. Teoretycznie mozesz zapyta¢ kazdego mieszkanca, na kogo
zamierza glosowac. Jesli wszyscy odpowiedzg szczerze, mozesz na tej podstawie dokonaé wia-

rygodnej prognozy.

Jednak nawet w malym miescie przeprowadzenie ankiety wérdd calej populacji moze by¢ nie-
praktyczne. Na szczedcie nie jest to konieczne. Jesli przepytasz losowo wybrang grupe oséb,
mozna na podstawie tej proby wnioskowaé o preferencjach wyborczych catej populacji. Ten
proces, czyli wykorzystywanie proby do wyciagania wnioskéw o populacji, nazywany jest
wnioskowaniem statystycznym.

Whioskowanie statystyczne obejmuje szacowanie (inaczej estymacje), ktéremu poswiecony
jest ten rozdzial, oraz testowanie hipotez, co omawiam w nastepnym rozdziale.

Wazenie pingwinow

Wyobraz sobie, ze jestes naukowcem prowadzacym badania na Antarktyce, studiujacym lo-
kalng populacje pingwinéw. Jednym z Twoich zadan jest monitorowanie $redniej wagi pin-
gwindw, ktéra zmienia si¢ w ciagu roku. Wazenie kazdego pingwina Zyjacego w tym $rodo-
wisku byloby niepraktyczne, wiec Twdj plan zaklada wybdr kazdego tygodnia losowej proby
10 pingwindw, wazenie ich i szacowanie na podstawie tej proby $redniej dla calej populacji,
czyli $redniej populacji.

Istnieje wiele sposobdw szacowania $redniej populacji na podstawie proby, ale tu skupiam sie
na dwdch metodach: $redniej z préby i medianie z préby. Obie te techniki s rozsagdnym wy-
borem. Sprawdz, ktdra okaze si¢ lepsza. Zastanow si¢ rowniez, co wlasciwie oznacza okresle-
nie ,lepsza” w tym kontekscie.

Na potrzeby przyktadu zatézmy, ze wagi pingwindéw pochodza z rozktadu normalnego o zna-
nej $redniej i ustalonym odchyleniu standardowym. Oznacz $rednig i odchylenie standar-
dowe jako mu i sigma oraz przypisz im warto$ci w kilogramach:

mu = 3.7
sigma = 0.46
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Te wartosci s3 parametrami rozktadu normalnego, co oznacza, ze okreslaja one konkretny
rozklad. Gdy znasz te parametry, mozesz uzy¢ biblioteki NumPy do zasymulowania procesu
probkowania i wygenerowania proby o dowolnej wielkosci. Na przyklad oto hipotetyczna
préba 10 wag:

sample = np.random.normal (mu, sigma, size=10)
sample

array([4.44719887, 3.41859205, 3.45704099, 3.20643443, 4.09808751,
2.6412922 , 4.50261341, 3.34984483, 3.84675798, 3.58528963])

A oto $rednia i mediana dla préby:

np.mean(sample), np.median(sample)
(3.6553151902291945, 3.521165310619601)

Srednia i mediana réznig sie na tyle, ze warto sie zastanowié, ktéra z nich jest lepszym esty-
matorem. Aby to sprawdzi¢, uzyj ponizszej funkcji do wygenerowania hipotetycznych préb
0 rozmiarze n:

def make_sample(n):
return np.random.normal (mu, sigma, size=n)

W ramach pierwszego eksperymentu sprawdz, co dzieje si¢ ze $rednia i mediang dla préby
wraz ze wzrostem jej wielkosci. Uzyj funkcji 1ogspace z biblioteki NumPy do wygenerowania
zakresu wartosci ns od 10 do 100 000 réwnomiernie roztozonych na skali logarytmicznej:

ns = np.logspace(l, 5).astype(int)

Mozesz uzy¢ wyrazenia listowego do wygenerowania hipotetycznej proby dla kazdej wartosci
n, obliczenia $redniej i pobrania wynikéw:

means = [np.mean(make_sample(n)) for n in ns]
To samo zréb dla mediany:
medians = [np.median(make_sample(n)) for n in ns]

Statystyka uzywana do szacowania wiasciwosci populacji (na przyklad érednia lub mediana
z préby) nazywana jest estymatorem.

Rysunek 8.1 przedstawia zachowanie tych estymatoréw wraz ze wzrostem wielkoéci proby.
Linia pozioma oznacza rzeczywista $rednia dla populacji:
plt.axhline(mu, color="gray", 1w=1, alpha=0.5)

plt.plot(ns, means, "--", label="mean")
plt.plot(ns, medians, alpha=0.5, label="median")

decorate(xlabel="Sample size", xscale="1og", ylabel="Estimate")

Dla obu estymatoréw wraz ze wzrostem wielko$ci proby oszacowania zbiegaja si¢ do rzeczy-
wistej wartoéci. Pokazuje to, Ze sa one zgodne, co jest jedng z pozadanych cech dobrego es-
tymatora. Jesli wiec uwzgledni¢ te wlasnos¢, srednia i mediana wydaja sie rownie dobre.
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Rysunek 8.1. Zachowanie estymatoréw dla prob o réznej wielkosci

Na rysunku 8.1 mozna zauwazy¢, ze oszacowania sg czasami zbyt wysokie, a czasami zbyt
niskie. Wyglada na to, ze wahania s3 mniej wiecej symetryczne wzgledem prawdziwej wartosci.
Na tej podstawie mozna przeprowadzi¢ kolejny eksperyment: jesli zbierzesz wiele préb o tej
samej wielkosci i obliczysz wiele oszacowan, jaka bedzie ich $rednia?

Ponizsza petla symuluje ten scenariusz. Generuje 10 001 préb po 10 pingwinéw kazda i obli-
cza $rednig dla kazdej proby:

means = [np.mean(make_sample(n=10)) for i in range(10001)]
np.mean (means)

3.70034508492869

Srednia z uzyskanych wartosci $rednich jest zblizona do rzeczywistej $redniej uzytej do wy-
generowania prob: 3,7 kg.

Nastepna petla symuluje ten sam scenariusz, ale tym razem oblicza mediane dla kazdej proby:

medians = [np.median(make_sample(n=10)) for i in range(10001)]
np.mean (medians)

3.701214089907223

Srednia z tych hipotetycznych median jest réwniez bardzo zblizona do rzeczywistej $redniej
populacji.

Te wyniki pokazuja, ze $rednia i mediana z préby sg estymatorami nieobcigzonymi. Oznacza
to, ze po usrednieniu oszacowan sa one poprawne. Stowo ,,obcigzenie” w réznych kontek-
stach ma rézne znaczenia, co moze by¢ Zrédtem nieporozumien. Tu ,,nieobcigzony” oznacza,
ze $rednia z oszacowan odpowiada rzeczywistej wartoéci parametru.

Do tej pory wykazalem, ze oba estymatory s3 zgodne i nieobcigzone. Wcigz jednak nie wia-
domo, ktory z nich jest lepszy. Przeprowadz jeszcze jeden eksperyment, aby sprawdzi¢, ktéry
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estymator jest dokladniejszy. Stowo ,,doktadno$¢” takze moze mie¢ rézne znaczenia w zalez-
nosci od kontekstu. Jednym ze sposobdw jej ilosciowej oceny jest btad sredniokwadratowy
(ang. mean squared error — MSE). Nastepna funkcja oblicza réznice migdzy oszacowaniami
a rzeczywistg warto$cig i zwraca $rednig z kwadratéw tych bledéw:
def mse(estimates, actual):
"""Blgd Sredniokwadratowy dla sekwencji oszacowari.

errors = np.asarray(estimates) - actual
return np.mean(errors**2)

L

Warto zauwazy¢, ze blad $redniokwadratowy mozna obliczy¢ tylko wtedy, gdy znana jest rze-
czywista warto$¢. W praktyce zazwyczaj jest inaczej. W konicu gdyby rzeczywista wartos¢ byta
znana, nie trzeba byloby jej szacowa¢. Jednak w omawianym eksperymencie wiadomo, ze
rzeczywista $rednia populacji wynosi 3,7 kg, wiec mozna uzy¢ jej do obliczenia bledu $red-
niokwadratowego dla $rednich z proby:

mse (means, mu)

0.020871984891289382

Jesli proby licza po 10 elementéw i uzywasz $rednich z proby do szacowania $redniej popu-
lacji, to blad $redniokwadratowy wynosi okoto 0,021 kg?. Teraz przyjrzyj si¢ btedowi $rednio-
kwadratowemu dla median z préby:

mse (medians, mu)

0.029022273128644173

Jesli uzywasz median z proby do szacowania $redniej populacji, btad $redniokwadratowy wy-
nosi okolo 0,029 kg®. W tym przyktadzie $rednia z préby jest lepszym estymatorem niz me-
diana z proby. Gdy dane pochodzg z rozkladu normalnego, srednia z proby jest zwykle naj-
lepszym nieobcigzonym estymatorem $redniej populacji (w tym sensie, ze minimalizuje btad
$redniokwadratowy).

Minimalizacja btedu $redniokwadratowego jest pozadang cechg estymatora, jednak ten blad
nie zawsze jest najlepszym sposobem na podsumowanie odchylen od rzeczywistej wartosci.
Po pierwsze, trudno go zinterpretowaé. W tym przykladzie jednostkq btedu $redniokwadra-
towego sg kilogramy do kwadratu, przez co trudno jest zrozumie¢ jego znaczenie.

Jednym z rozwigzan jest uzycie pierwiastka kwadratowego z bledu $redniokwadratowego
(ang. root mean squared error — RMSE). Inna mozliwoé¢ to wykorzystanie $redniej z warto-
$ci bezwzglednych bleddw, nazywanej $rednim bledem bezwzglednym (ang. mean absolute
error — MAE). Ponizsza funkcja oblicza $redni blad bezwzgledny dla sekwencji oszacowan:
def mag(estimates, actual):
""" Sredni blgd bezwzgledny dla sekwencji oszacowan.”"

errors = np.asarray(estimates) - actual
return np.mean(np.abs(errors))

Oto $redni blad bezwzgledny dla érednich z préby:

mae (means, mu)

0.11540433749505272
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A to $redni btad bezwzgledny dla median z préby:

mae (medians, mu)

0.13654429774596036

Mozna oczekiwad, ze $rednia z préby bedzie odbiegaé od rzeczywistej $redniej o okoto 0,115
kg, a mediana z préby o 0,137 kg. Dlatego w tym przyktadzie lepszym wyborem bedzie praw-
dopodobnie $rednia z préby.

Odpornos¢

Rozwaz teraz inny scenariusz. Zatézmy, ze w 2% prob zwazenia pingwina zwierze przypad-
kowo naciska przycisk zmiany jednostek i waga zostaje zapisana w funtach zamiast w kilo-
gramach. Jeéli przyja¢, ze taki blad pozostaje niezauwazony, wprowadza on do proby wartoéé
odstajaca.

Ponizsza funkcja symuluje ten scenariusz — mnozy 2% wag przez wspotczynnik konwersji
réwny 2,2 funta na kilogram:
def make_sample_with_errors(n):
sample = np.random.normal (mu, sigma, size=n)

factor = np.random.choice([1, 2.2], p=[0.98, 0.02], size=n)
return sample * factor

Aby zobaczy¢, jaki ma to wplyw na rozkltad, wygeneruj duza probe:
sample = make_sample_with_errors(n=1000)

Aby zwizualizowa¢ rozktad préby (rysunek 8.2), uzyj jadrowego estymatora gestosci oraz obiektu
Pdf, opisanych w podrozdziale ,,Estymacja jadrowa gestoéci” w rozdziale 6.:

from scipy.stats import gaussian_kde
from thinkstats import Pdf

kde = gaussian_kde(sample)

domain = 0, 10

pdf = Pdf(kde, domain)

pdf.plot(label="estimated density')
decorate(x1abel="Penguin weight (kg)", ylabel="Density")

Btedy pomiaru sprawiaja, Ze obok dominanty widocznej w okolicy 3,7 kg pojawia si¢ druga,
w poblizu 8 kg.

Teraz powtdrz ten eksperyment, ale tym razem zasymuluj wiele prob o wielkosci 10 elemen-
tow, oblicz érednig dla kazdej préby, a nastepnie wylicz $rednig z tych $rednich:

means = [np.mean(make_sample_with_errors(n=10)) for i in range(10001)]
np.mean (means)

3.786352945690677

Btedy pomiaru sprawiaja, ze $rednia z proby jest zwykle wyzsza niz 3,7 kg.

Odpornos¢ | 131
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Rysunek 8.2. Rozklad proby z blednymi wartosciami

A teraz przeprowadz ten sam eksperyment, ale tym razem uzyj median z préby:

medians = [np.median(make_sample_with_errors(n=10)) for i in range(10001)]
np.mean (medians)

3.7121869836715353

Srednia z median z préb réwniez jest wyzsza niz 3,7 kg, ale odchylenie jest mniejsze niz dla
$redniej ze $rednich. Jesli poréwnasz bledy sredniokwadratowe oszacowan, zobaczysz, ze me-
diany z préb sa znacznie dokladniejsze:

mse (means, mu), mse(medians, mu)

(0.06853430354724438, 0.031164467796883758)

Jezeli pomiary rzeczywiscie pochodzg z rozktadu normalnego, $rednia z préby minimalizuje
blad sredniokwadratowy. Jednak w sytuacji, gdy to zaloZenie jest naruszone, $rednia z proby
nie minimalizuje tego bledu. Mediana z préby jest mniej wrazliwa na wartosci odstajace, wiec
jest mniej obcigzona i daje mniejszy blad $redniokwadratowy. Estymatory, ktére dobrze radza
sobie z warto$ciami odstajacymi i podobnymi naruszeniami zalozen, nazywane s odpornymi.

Szacowanie wariangji

Rozwaz teraz inny przyklad. Zalézmy, ze chcemy oszacowaé wariancje wagi pingwindw.
W podrozdziale ,,Statystyki podsumowujace” w rozdziale 1. przedstawilem dwa sposoby ob-
liczania wariancji proby. Obiecalem wtedy, ze rdznice miedzy nimi wyjasnie p6zniej — i ten
moment wiasnie nadszed!.

Stosuje si¢ dwa sposoby obliczania wariancji préby, poniewaz jeden z nich jest estymatorem

obcigzonym wariancji populacji, a drugi jest estymatorem nieobcigzonym. Ponizsza funkcja
oblicza estymator obcigzony, ktory jest suma kwadratéw odchylen podzielong przez n:
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def biased_var(xs):
# Oblicza wariancje z n w mianowniku.
n = Ten(xs)
deviations = xs - np.mean(xs)
return np.sum(deviations**2) / n
Aby przetestowa¢ te funkcje, wygeneruj za pomoca symulacji wiele préb o liczebnosci 10,
oblicz obcigzong wariancje dla kazdej proby, a nastepnie wylicz $rednig z tych wariancji:
biased_vars = [biased_var(make_sample(n=10)) for i in range(10001)]
np.mean(biased_vars)

0.19049277659404473

Wrynik wynosi okolo 0,19, ale w tym przykiadzie wiadomo, ze rzeczywista wariancja populacji
to okoto 0,21. Oznacza to, Ze ten sposdb obliczania wariancji proby daje §rednio zanizone
wyniki, co potwierdza, ze jest to estymator obcigzony.

Nastepna funkcja oblicza estymator nieobcigzony, ktéry jest sumg kwadratéw odchylen po-
dzielong przez n-1:
def unbiased_var(xs):
# Oblicza wariancje z n-1 w mianowniku.
n = Ten(xs)
deviations = xs - np.mean(xs)
return np.sum(deviations**2) / (n - 1)
Aby przetestowal te funkcje, wygeneruj wiele préb i oblicz dla kazdej z nich nieobciazong
wariancje:
unbiased_vars = [unbiased_var(make_sample(n=10)) for i in range(10001)]
np.mean(unbiased_vars)

0.21159109492300626

Srednia nieobcigzonych wariancji préb jest bardzo zblizona do rzeczywistej wartosci, co jest
zgodne z oczekiwaniami wobec estymatoréw nieobcigzonych.

Przy wielko$ci proby réwnej 10 réznica miedzy estymatorami obcigzonymi a nieobcigzonymi
wynosi okoto 10%, co moze by¢ znaczaca wartoscig. Przy prébach o wielko$ci 100 réznica ta
wynosi juz tylko 1%, co w praktyce zwykle nie ma znaczenia.

Rozktady prébkowania

Do tej pory uzywane byly dane z symulacji, uzyskane przy zalozeniu, ze wagi pingwinéw maja
rozklad normalny o znanych parametrach. Teraz zobacz, co si¢ stanie, gdy uzyjesz rzeczywi-
stych danych.

W latach 2007 - 2010 naukowcy ze stacji badawczej Palmer na Antarktyce zmierzyli i zwazyli
342 pingwiny z lokalnej populacji. Zebrane przez nich dane sg dostgpne za darmo. Instrukcje
dotyczace ich pobierania znajdujg si¢ w notatniku do tego rozdziatu.
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Do wezytania danych mozesz uzy¢ biblioteki Pandas:

penguins = pd.read_csv("penguins_raw.csv") .dropna(subset=["Body Mass (g)"])

penguins.shape

(342,

17)

Zbiér danych obejmuje trzy gatunki pingwinow:

penguins["Species"].value_counts()

Species
Adelie Penguin (Pygoscelis adeliae) 151
Gentoo penguin (Pygoscelis papua)
Chinstrap penguin (Pygoscelis antarctica) 68

Name:

count, dtype: int64

123

W pierwszym przyktadzie pobierz tylko pingwiny maskowe (Chinstrap):

chinstrap = penguins.query('Species.str.startswith("Chinstrap")')

Uzyj nastepujacej funkcji do wygenerowania wykreséw szacowanych funkcji gestosci praw-
dopodobienstwa:

def plot_kde(sample, name="estimated density", **options):

kde = gaussian_kde(sample)
m, s = np.mean(sample), np.std(sample)
plt.axvline(m, color="gray", 1s=":")

domain =m - 4 *s, m+ 4 * s
pdf = Pdf(kde, domain, name)
pdf.plot(**options)

Rysunek 8.3 przedstawia rozklad wag pingwinéw maskowych w kilogramach. Pionowa prze-

rywana linia oznacza $rednig z préby:

weights = chinstrap["Body Mass (g)"] / 1000
plot_kde(weights, "weights")
decorate(x1abel="Penguin weight (kg)", ylabel="Density")
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2.5
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35 4.0
Penguin weight (kg)
(Waga pingwina (kilogramy))

4.5

5.0

Rysunek 8.3. Rozklad wag pingwindéw maskowych
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Srednia z préby wynosi okolo 3,7 kg.

sample_mean = np.mean(weights)
sample_mean

3.733088235294118

Jesli celem jest oszacowanie $redniej populacji, 3,7 kg to rozsagdna wartos¢. Ale na ile doktadne
jest to oszacowanie?

Jednym ze sposobéw na udzielenie odpowiedzi na to pytanie jest obliczenie rozkladu préb-
kowania dla $redniej, ktéry pokazuje, jak bardzo oszacowana $rednia zmienia si¢ miedzy
prébami. Gdyby rzeczywista $rednia i rzeczywiste odchylenie standardowe dla populacji byty
znane, mozna byloby zamodelowa¢ proces pobierania préb i obliczy¢ rozklad prébkowania.
Jednak gdy rzeczywista $rednia populacji jest znana, nie trzeba jej szacowa(!

Na szczeécie istnieje prosty sposob przyblizenia rozktadu prébkowania, zwany wielokrotnym
préobkowaniem. Podstawowa idea polega na wykorzystaniu préby do stworzenia modelu po-
pulacji, a nastepnie uzyciu tego modelu do symulacji procesu pobierania prob.

Zastosujesz sparametryzowane wielokrotne prébkowanie, co oznacza, ze uzyjesz proby do
oszacowania parametréw populacji, a nastepnie wykorzystasz rozktad teoretyczny do wyge-
nerowania nowych préb.

Ponizsza funkcja wykonuje ten proces z wykorzystaniem rozkladu normalnego. Zwrd¢ uwage,
ze nowe proby majg taki sam rozmiar jak pierwotna proba:

def resample(sample):
m, s = np.mean(sample), np.std(sample)
return np.random.normal(m, s, len(sample))

Nastepna petla wykorzystuje funkcje resample do wygenerowania wielu préb i obliczenia
$redniej dla kazdej z nich:

sample_means = [np.mean(resample(weights)) for i in range(1001)]
Rysunek 8.4 przedstawia rozklad $rednich z préb:

plot_kde(sample_means, "sample means")

decorate(xlabel="Sample mean of weight (kg)", ylabel="Density")
Ten wynik przybliza rozktad probkowania $rednich z préb. Pokazuje to oczekiwang zmien-
nos¢ éredniej z proby dla wielu prob o tej samej wielkosci (przy zatozeniu, ze model populacji
jest doktadny).

Nieformalnie mozna powiedzie¢, ze $rednia z proby mogtaby wynosi¢ tylko 3,55 lub az 3,9,
gdyby pobrac inng prébe o tej samej wielkosci.
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Rysunek 8.4. Rozklad prébkowania Srednich z prob

Bfad standardowy

Jedna z metod okreslania szerokoéci rozktadu prébkowania jest obliczenie jego odchylenia
standardowego. Ta warto$¢ nazywana jest bledem standardowym:

standard_error = np.std(sample_means)
standard_error

0.04626531069684985

W tym przykladzie blad standardowy wynosi okolo 0,045 kg. Oznacza to, ze jesli zbierzesz
wiele préb, mozna oczekiwad, ze $rednie z tych prob beda sie rézni¢ srednio o okolo 0,045 kg.

Ludzie czesto myla blad standardowy z odchyleniem standardowym. Warto zapamieta¢, ze:
o odchylenie standardowe okresla zmiennos$¢ pomiardw,

« blad standardowy okresla precyzje¢ oszacowania.

W analizowanym zbiorze danych odchylenie standardowe wagi pingwinéw maskowych wy-
nosi okoto 0,38 kg:

np.std(weights)
0.3814986213564681

Z kolei blad standardowy $redniej wagi wynosi okoto 0,046 kg:

np.std(sample_means)
0.04626531069684985

Odchylenie standardowe okrela, jak bardzo pingwiny réznig si¢ wagg. Blad standardowy in-
formuje o precyzji oszacowania. Te statystyki odpowiadaja na rézne pytania.
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Istnieje jednak pewna zaleznos¢ miedzy tymi warto$ciami. Gdy znasz odchylenie standar-
dowe i wielko$¢ préby, mozesz w przyblizeniu oszacowa¢ blad standardowy $redniej w na-
stepujacy sposob:

def approximate_standard_error(sample):

n= 1en(sam51e)
return np.std(sample) / np.sqrt(n)

approximate_standard_error(weights)

0.046263503290595163

Ten wynik jest zblizony do warto$ci uzyskanej metoda wielokrotnego prébkowania.

Przedziaty ufnosci

Innym sposobem podsumowania rozkladu probkowania jest obliczenie przedzialu ufnosci.
Na przyktad 90-procentowy przedziat ufnoéci zawiera 90% wartosci z rozkladu prébkowania.
Mozemy go okreéli¢ na podstawie percentyli 5% i 95%. Oto 90-procentowy przedziat ufnosci
dla éredniej wagi pingwinéw maskowych:

ci90 = np.percentile(sample_means, [5, 95])
cig0

array([3.6576334 , 3.80737506])

Przy interpretowaniu przedzialu ufno$ci mozna pochopnie stwierdzi¢, ze istnieje 90% praw-
dopodobienstwa, iz prawdziwa warto$¢ parametru populacji miesci si¢ w 90-procentowym
przedziale ufnosci. W tym przykladzie w tym ujeciu oznaczaloby to, ze z 90-procentowym
prawdopodobienstwem $rednia waga w populacji pingwinéw maskowych wynosi od 3,66 do
3,81 kg.

W $cistym podejéciu do prawdopodobienistwa, tak zwanym ujeciu czestosciowym, taka in-
terpretacja nie jest dopuszczalna. W wielu podrecznikach statystyki mozna natrafi¢ na infor-
macje, ze jest ona niepoprawna.

Jednak moim zdaniem to podejscie jest niepotrzebnie rygorystyczne. Zgodnie z rozsagdnym
ujeciem teorii prawdopodobienistwa przedzial ufnosci mozna interpretowaé w intuicyjny
sposob: istnieje 90% szans, ze prawdziwa warto$¢ miesci sie¢ w 90-procentowy przedziale uf-
nosci.

Przedzialy ufnosci pozwalajg jednak okregli¢ jedynie zmienno$¢ wynikajaca z prébkowania,
czyli pomiaru tylko czeéci populacji. Rozklad prébkowania nie uwzglednia innych Zrédet ble-
dow, w szczegdlnosci bledu systematycznego probkowania i bledu pomiaru. Te zagadnienia
omawiam w nastepnym podrozdziale.
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Zrodfa btedow

Zalézmy, ze zamiast $redniej wagi pingwinéw z Antarktyki chcesz pozna¢ $rednig wage ko-
biet w mieécie, w ktérym mieszkasz. Nie mozesz jednak losowo wybraé reprezentatywnej
grupy kobiet i ich zwazy¢.

Prostszym rozwigzaniem jest ,,probkowanie telefoniczne”, czyli losowy wybdr numerdw z ksigzki
telefonicznej, wykonanie polaczenia, poproszenie o rozmowe z dorosta kobiets, a nastepnie
zapytanie jej o wage. Jednak takie podejscie ma oczywiste wady.

Na przyktad préba ogranicza sie do os6b posiadajacych numery w ksigzce telefonicznej, co
eliminuje ludzi bez telefonéw (ktérzy moga by¢ biedniejsi od przecietnej) lub z zastrzezonymi
numerami (ktérzy moga by¢ bogatsi). Ponadto jesli bedziesz dzwoni¢ na numery domowe
w ciggu dnia, z mniejszym prawdopodobienstwem dotrzesz do 0séb pracujacych. Ponadto
jesli zapytasz o wage tylko osobe, ktdra odbierze telefon, zmniejszamy prawdopodobienstwo
uwzglednienia innych ludzi korzystajacych z danej linii telefonicznej.

Jesli czynniki takie jak dochdd, zatrudnienie i wielko$¢ gospodarstwa domowego majg zwigzek
z waga, a jest to prawdopodobne, wyniki badania beda wtedy znieksztalcone. Problem ten
nazywany jest bledem doboru préby, poniewaz wynika z samego procesu pobierania préb.

Proces ten jest rdwniez wrazliwy na samoselekeje, ktora tez jest rodzajem bledu systematycz-
nego proby. Niektére osoby odmoéwia udzielenia odpowiedzi, a jesli tendencja do odmowy
jest zwiazana z waga, moze to wplyna¢ na wyniki badania.

Ponadto jesli tylko zapytasz ludzi o ich wage, zamiast rzeczywidcie ich wazy¢, wyniki moga
by¢ niedokltadne. Nawet chetni do pomocy respondenci moga zaokragla¢ warto$ci w gore lub
w do}, jedli nie czuja si¢ komfortowo ze swoja rzeczywista waga. A nie wszyscy respondenci
sg sktonni do wspolpracy. Te niedoktadnosci sg przyktadami btedow pomiaru.

Przy podawaniu szacunkowych warto$ci warto okresli¢ zmienno$¢ wynikajacg z probkowa-
nia przez podanie bledu standardowego lub przedziatu ufnosci. Nalezy jednak pamietad, ze
ta zmienno$¢ jest tylko jednym (i czesto nie najistotniejszym) ze zrodet bledow.

Stowniczek
Srednia populacji

Prawdziwa $rednia wartos¢ danej wielkosci w calej populacji, w odréznieniu od $redniej
z proby, obliczanej na podstawie podzbioru danych.

Parametr
Jedna z wartosci okreslajacych konkretny rozktad w zbiorze rozkladéw. Na przyktad pa-
rametrami rozktadu normalnego sg $rednia i odchylenie standardowe.

Estymator

Obliczana na podstawie préby miara statystyczna stuzaca do oszacowania parametru
populagji.
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Zgodnosé
Estymator jest zgodny, jesli wraz ze wzrostem wielkosci proby jego wartos¢ dazy do rze-
czywistej wartos$ci szacowanego parametru.
Nieobcigzony
Estymator jest nieobcigzony, jesli dla danej wielkoéci préby srednia z oszacowan dla
proby jest rowna rzeczywistej warto$ci szacowanego parametru.
Blgd sredniokwadratowy (MSE)
Miara dokladnosci estymatora. Jest to $rednia kwadratéw réznic miedzy szacowanymi
a rzeczywistymi warto$ciami parametréw (przy zalozeniu, ze prawdziwa warto$¢ jest znana).
Odpornos¢
Estymator jest odporny, jesli pozostaje doktadny nawet wtedy, gdy zbiér danych zawiera
warto$ci odstajace lub bledy albo nie odpowiada idealnie rozkladowi teoretycznemu.
Wielokrotne prébkowanie
Metoda przyblizania rozktadu prébkowania oszacowan przez symulacje procesu prob-
kowania.
Rozktad prébkowania
Rozklad statystyki dla réznych mozliwych préb pobranych z tej samej populacji.
Sparametryzowane wielokrotne probkowanie
Metoda wielokrotnego probkowania, ktéra polega na szacowaniu parametréw populacji
na podstawie danych z préby, a nastepnie wykorzystaniu rozktadu teoretycznego do sy-
mulacji procesu probkowania.
Blgd standardowy
Odchylenie standardowe rozkladu probkowania, ktére okresla zmiennos$¢ oszacowan
wynikajacg z probkowania losowego (ale nie uwzglednia btedéw pomiaru ani nierepre-
zentatywnego doboru préby).
Przedziat ufnosci

Zakres, ktory zawiera najbardziej prawdopodobne wyniki w rozkladzie probkowania.

Blgd doboru préoby
Wada w sposobie doboru proby, ktéra sprawia, ze proba nie jest reprezentatywna dla
calej populacji.

Blgd pomiaru

Niedokladno$¢ w obserwowaniu, pomiarze lub rejestrowaniu danych.
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Cwiczenia

Cwiczenie 8.1

Jedna z zalet metod wielokrotnego probkowania jest fatwos¢ ich rozszerzania na inne staty-
styki. W tym rozdziale pokazalem, jak obliczy¢ srednig wage pingwinéw dla préby, a nastep-
nie za pomocy wielokrotnego prébkowania przyblizytem rozktad prébkowania dla $redniej.
Teraz zrobisz to samo dla odchylenia standardowego.

Oblicz odchylenie standardowe z préby dla wag pingwindéw maskowych. Nastepnie uzyj me-
tody resample do przyblizenia rozkladu probkowania dla odchylenia standardowego. Wyko-
rzystaj ten rozklad do obliczenia bledu standardowego oszacowan i 90-procentowego prze-
dziatu ufnoéci.

Cwiczenie 8.2

Zbioér danych z badann BRFSS zawiera samodzielnie podawane wartoséci wzrostu i wagi dla
proby dorostych 0s6b w Stanach Zjednoczonych. Wykorzystaj te dane do oszacowania $red-
niego wzrostu dorostych mezczyzn. Uzyj metody wielokrotnego probkowania, aby przyblizy¢
rozklad prébkowania i obliczy¢ 90-procentowy przedzial ufnosci.

Poniewaz proba jest bardzo duza, przedziat ufnosci jest bardzo waski, co oznacza, ze zmien-
no$¢ wynikajaca z losowego prébkowania jest niewielka. Jednak inne Zrédla bledéw moga
mie¢ wieksze znaczenie. Jakie inne Zrddla bledow moga Twoim zdaniem wptywa¢ na wyniki
w tym przykladzie?

Cwiczenie 8.3

W grach takich jak pitka nozna czy hokej czas miedzy bramkami zazwyczaj podlega rozkla-
dowi wykladniczemu (co pokazalem w podrozdziale ,,Gestos¢ prawdopodobienistwa” w roz-
dziale 6.). Zalézmy, ze obserwujesz probe czaséw migdzy bramkami. Jesli przyjmiesz, ze
préba pochodzi z rozkladu wykladniczego, jak mozesz oszacowaé rzeczywista srednig tego
rozkladu? Mozesz rozwazy¢ uzycie $redniej z proby lub mediany z préby. Sprawdz, czy ktory$
z tych wskaznikéw jest zgodnym i nieobcigzonym estymatorem. W eksperymentach przyj-
mij, ze rzeczywisty $redni czas miedzy bramkami wynosi 10 minut:

actual_mean = 10
Ponizsza funkcja generuje probe z rozkladu wyktadniczego o okreslonej wartosci $redniej
iliczebnosci:

def make_exponential(n):
return np.random.exponential(actual_mean, size=n)

Wrykorzystaj te funkcje do wygenerowania préb o réznych rozmiarach. Oblicz $rednig dla
kazdej z nich. Czy wraz ze wzrostem n érednie z prob zbiegaja si¢ do rzeczywistej sredniej?
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Nastepnie wygeneruj préby o réznych rozmiarach i oblicz mediane dla kazdej z nich. Sprawdz,
czy mediany prob zbiegaja sie do rzeczywistej mediany populacji.

W kolejnym kroku wygeneruj wiele préb o rozmiarze 10 i sprawdz, czy $rednia z préby jest
nieobcigzonym estymatorem $redniej populacji.

Na koniec sprawdz, czy mediana z proby jest nieobcigzonym estymatorem mediany populacji.

Cwiczenie 8.4

W tym rozdziale zbadatem obcigzony estymator wariancji i wykazalem, ze faktycznie jest on
obcigzony. Pokazalem réwniez, ze nieobciazony estymator rzeczywiscie jest nieobcigzony.
Teraz sprawdzisz odchylenie standardowe.

Aby oszacowa¢ odchylenie standardowe populacji, mozna obliczy¢ pierwiastek kwadratowy
z obcigzonego lub nieobcigzonego estymatora wariancji. Wyglada to nastepujaco:

def biased_std(sample):
# Pierwiastek kwadratowy z obcigzonego estymatora wariancji.
var = biased_var(sample)
return np.sqrt(var)

def unbiased_std(sample):
# Pierwiastek kwadratowy z nieobcigzonego estymatora wariancji.
var = unbiased_var(sample)
return np.sqrt(var)
Uzyj funkcji make_sample do wygenerowania wielu préb po 10 elementéw z rozkladu nor-
malnego o $redniej 3,7 i odchyleniu standardowym 0,46. Sprawdz, czy ktérakolwiek z tych
prob jest nieobcigzonym estymatorem odchylenia standardowego.

Cwiczenie 8.5

To ¢wiczenie bazuje na problemie niemieckich czolgdw i jest uproszczong wersja rzeczywistej
analizy przeprowadzonej przez Wydziat Wojny Ekonomicznej amerykanskiej ambasady
w Londynie podczas II wojny $wiatowe;.

Wyobraz sobie, ze jestes$ szpiegiem aliantéw, a Twoim zadaniem jest oszacowanie liczby czol-
géw zbudowanych przez Niemcéw. Jako dane masz do dyspozycji numery seryjne odczytane
z k zdobytych czolgéw.

Przy zalozeniu, ze Niemcy majg N czolgéw ponumerowanych od 1 do N, a wszystkie czolgi
z tego zakresu mogly zosta¢ zdobyte z réwnym prawdopodobienstwem, mozna oszacowaé N
W nastepujacy sposob:
def estimate_tanks(sample):
m = np.max(sample)
k = len(sample)
return m + (m - k) / k
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Przyjmij na przyklad, ze N wynosi 122:

N = 122
tanks = np.arange(1, N + 1)

Do wygenerowania losowej proby k czolgéw mozesz uzy¢ nastepujacej funkeiji:

def sample_tanks(k):
return np.random.choice(tanks, replace=False, size=k)

Oto przyktad:

sample = sample_tanks(5)
sample

array([74, 71, 95, 10, 17])
A oto oszacowanie przeprowadzone na podstawie tej proby:

estimate_tanks(sample)

113.0

Sprawdz, czy ten estymator jest obcigzony.

Cwiczenie 8.6

W wielu dyscyplinach sportowych, szczegdlnie w koszykéwce, zawodnicy i kibice wierzg w zja-
wisko zwane ,,goraca reka” (ang. hot hand). Oznacza ono, ze gracz, ktdry trafit kilka kolejnych
rzutéw, ma wigksze szanse na trafienie nastepnego, a zawodnik, ktéry kilkakrotnie spudto-
wal, prawdopodobnie ponownie nie trafi.

Autorzy znanego artykutu naukowego zaproponowali sposob na sprawdzenie, czy tak zwana
goraca reka jest rzeczywistym zjawiskiem, czy tylko iluzja. Ich pomyst polegal na analizie se-
kwengji trafien i chybien w profesjonalnych meczach koszykéwki'. Dla kazdego zawodnika
autorzy obliczyli ogolne prawdopodobienstwo trafienia rzutu oraz warunkowe prawdopodo-
bienstwo trafienia po trzech kolejnych celnych rzutach. Dla o$miu z dziewieciu graczy oka-
zalo sie, ze prawdopodobienstwo trafienia bylo nizsze po serii trzech celnych rzutéw. Na pod-
stawie tego i innych wynikéw badacze doszli do wniosku, ze ,,nie ma dowodéw na pozytywna
korelacje miedzy wynikami kolejnych rzutéw”. Przez kilka dekad wielu ludzi wierzyto, ze mit
goracej reki zostal obalony.

Jednakze przyjety wniosek zostal oparty, przynajmniej czesciowo, na bledzie statystycznym.
W artykule z 2018 roku wykazano, ze statystyka uzyta w pierwszym badaniu — prawdopo-
dobienstwo trafienia po trzech kolejnych udanych rzutach — jest obcigzona bledem systema-
tycznym?. Nawet je$li szansa na trafienie w kazdej prébie wynosi doktadnie 0,5 i nie ma Zadne;j

' T. Gilovich, R. Vallone i A. Tversky, The Hot Hand in Basketball: On the Misperception of Random
Sequences, ,Cognitive Psychology” 17(3), s. 295 - 314.

2 1.B. Miller i A. Sanjurjo, Surprised by the Hot Hand Fallacy? A Truth in the Law of Small Numbers, ,,Econo-
metrica” 86(6), s. 2019 - 2047.
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korelacji miedzy wynikami, prawdopodobienstwo trafienia po trzech sukcesach nadal jest
nizsze niz 0,5.

Nie jest oczywiste, dlaczego tak si¢ dzieje, co ttumaczy, dlaczego ten blad pozostawat niewy-

kryty przez tak dlugi czas. Nie bede probowal wyjasnia¢ w tym miejscu tego zjawiska, ale

mozesz wykorzysta¢ metody opisane w tym rozdziale, aby to sprawdzi¢. Uzyj nastgpujacej

funkcji do wygenerowania ciagu zer i jedynek z prawdopodobienistwem 0,5 i bez korelagji:
def make_hits_and_misses(n):

# Generuje losowg sekwencje zer i jedynek.
return np.random.choice([0, 1], size=n)

W notatniku do tego rozdziatu udostepniam funkcje, ktora znajduje wszystkie podsekwencje
trzech trafien (jedynek) i zwraca element sekwencji nastepujacy po nich.

Wygeneruj duza liczbe sekwencji o dlugosci 100 elementdw, a nastepnie w kazdej z nich
znajdz kazdy rzut nastepujacy po trzech trafieniach. Oblicz procent tych rzutéw, ktére sg tra-
fieniami. Wskazoéwka: je$li dana sekwencja nie zawiera trzech kolejnych trafien, funkcja
zwrdci pusta sekwencje. Musisz uwzgledni¢ w kodzie te¢ mozliwos¢.

Jaki jest $redni odsetek trafien przy wielokrotnym uruchomieniu tej symulacji? Jak zmienia
sie ten wynik, gdy zwiekszasz lub zmniejszasz dlugo$¢ sekwenc;ji?
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Jesli chcesz sie szybko nauczy¢ statystyki i stosowania jej w praktyce,

to ta ksigzka jest dla Ciebie!

Zachary del Rosario, adiunkt w Olin College of Engineering

Dla wiekszosci z nas statystyka jest poddziedzing
matematyki zwigzana z opracowywaniem teoretycz-
nych podstaw prawdopodobiefstwa i wnioskowania
statystycznego. Analitycy danych podchodzg do
tedo inaczej: dla nich statystyka jest niezbednym
zestawem narzedzi i praktyk, ktére stuza do pracy
z danymi, odpowiadania na pytania i utatwiajg podej-
mowanie najlepszych decyzji.

To trzecie wydanie przewodnika cenionedo przez
analitykéw danych, inzynieréw oprogramowania
i pasjonatdw danologii. Dzieki niemu szybko nauczysz
sie korzystac z bibliotek NumPy, SciPy i Pandas.
Poznasz rozne metody eksploracji i wizualizacji da-
nych, odkrywania zaleznosci i trenddw, a takze
prezentowania wynikdw. Struktura ksigzki odpowiada
rzeczywistemu procesowi pracy ze zbiorem danych:
od importowania i oczyszczenia, przez analize wielo-
czynnikowa, az po wizualizacje uzyskanych wynikow.
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ﬁ:‘ﬁ HELION SA.
ul. Kosciuszki 1c
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44-100 Gliwice
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W ksigzce znajdziesz rowniez
takie zadadnienia jak:
® analiza rozktadéw danych
i wizualizacja wzorcow za
pomoca bibliotek Pythona

® korzystanie z modeli redresji

® analiza szeregéw czasowych
i analiza przezycia

® tworzenie zrozumiatych
wizualizacji danych

® rozwigzywanie typowych
probleméw zwigzanych
z analiza danych

Allen B. Downey jest emerytowanym
profesorem Olin College of Engineering.
Obecnie petni funkcje gtownego dano-
loga w PyMC Labs. Jest znany jako autor
serii podrecznikdw z zakresu informatyki
i analizy danych.
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