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Aldgebra liniowa

Z formalnego punktu widzenia algebra liniowa to nauka

o réwnaniach liniowych, czyli takich, w ktérych kazda nie-
wiadoma wystgpuje co najwyzej w pierwszej potedze. Nato-
miast w naszych zastosowaniach pod pojeciem algebra liniowa nalezy ro-
zumie¢ nauke o wielowymiarowych obiektach matematycznych, takich
jak wektory 1 macierze, oraz wykonywanych na nich operacjach. To wlasnie
do tych celow wykorzystuje si¢ zazwyczaj algebre liniowg w uczeniu gle-
bokim. Reguly te sg wykorzystywane rowniez w programach implemen-
tujacych algorytmy glebokiego uczenia. Decydujac si¢ na ograniczenie
omowienia algebry jedynie do tych kwestii, odrzucam ogromng ilos$¢
fascynujacej matematyki, ale mam nadzieje, ze mi to wybaczysz, bioragc pod
uwage to, ze celem tej ksigzki jest przedstawienie elementoéw matematyki
wykorzystywanych w uczeniu gigbokim.

W tym rozdziale przedstawie obiekty matematyczne wykorzystywane w uczeniu gle-
bokim, czyli w szczegblnosci skalary, wektory, macierze i tensory. Jak sie wkrotce prze-
konasz, wszystkie te obiekty sg w rzeczywistoSci tensorami réznych rzedéw. Najpierw
przedstawig je z perspektywy notacji matematycznej, a nast¢pnie przeprowadzimy kilka
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eksperymentow za pomocg NumPy. NumPy to pakiet wzbogacajacy Pythona o wielowy-
miarowe tablice. Tablice te to dobre, cho¢ niepelne analogi obiektéw matematycznych,
z ktorymi bedziemy pracowali w tym rozdziale.

Wiekszg cze$¢ rozdzialu poswiece arytmetyce tensoréw, ktéra ma fundamentalne
znaczenie w uczeniu gigbokim. Wigkszos¢ wysitkow zwigzanych z implementacjg wysoce
wydajnych rozwigzan uczenia glebokiego sprowadza si¢ do znalezienia sposobow na wy-
dajne wykonywanie operacji na tensorach.

Skalary, wektory, macierze i tensory

Czas przedstawi¢ naszych bohateréw. Powiazg ich ze zmiennymi Pythona i tablicami
NumPy, aby pokazac, jak wykorzystuje si¢ je w kodzie. Nastepnie pokaze Ci przydatng
geometryczng interpretacje tensorow.

Skalary

Nawet jesli nie styszateS wczeSniej tego stowa, wiesz, czym jest skalar, od dnia, w ktérym
nauczyles si¢ liczy¢. Skalar to po prostu liczba, np. 7, 42 lub . W formutach matematycz-
nych skalar bede oznaczal tak jak zwykle zmienne, czyli za pomocg liter, np. x. Z punktu
widzenia komputera skalar to po prostu zmienna numeryczna:

>>> s = 66
>>> §

66
Wektory

Wektor to jednowymiarowa tablica liczb. W matematyce wektor ma orientacje, ktéra moze
by¢ pozioma lub pionowa. Wektor o orientacji poziomej nazywamy wektorem wierszowym.
Na przyktad

x =[x x1 x5] (5.1

jest wektorem wierszowym zawierajacym trzy elementy lub trzy komponenty. Zauwaz,
ze wektory oznaczamy za pomocg maltych pogrubionych liter, w tym przypadku x.
W matematyce najczesciej zaklada sig, ze wektory sg wektorami kolumnowymi:

y=[2 (5.2)
Y3

Zdefiniowany powyzej wektor y zawiera cztery elementy, ktore czynig z niego wektor
czterowymiarowy (4D). Zauwaz, ze w rownaniu 5.1 zastosowatem nawiasy kwadratowe,
a w rownaniu 5.2 okragte. Dopuszczalne sg obie postacie.

128 Rozdziat 5
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W kodzie wektory zapisuje si¢ najczeSciej w postaci jednowymiarowych tablic:

>>> import numpy as np
>>> x = np.array([1,2,3])
>>> print(x)

[12 3]
>>> print(x.reshape((3,1)))
[[1]

[2]

[3]1]

W powyzszym kodzie za pomocg funkcji reshape przeksztalcitem trzyelementowy wek-
tor wierszowy w wektor kolumnowy skiadajacy si¢ z trzech wierszy i jednej kolumny.

Elementy wektora czgsto traktuje si¢ jako odleglosci od srodka jakiegos$ uktadu wspoi-
rzednych. Na przykiad wektor tréjwymiarowy mozemy wykorzysta¢ do przedstawienia
punktu lezagcego w przestrzeni tréjwymiarowej. W wektorze

x =[x,y 7]

x moze by¢ potozeniem na osi x, y potozeniem na osi y, a 2 polozeniem na osi 2. Sg to tak
zwane wspolrzedne kartezjanskie. Wspotrzedne te pozwalajg w unikalny sposob opisac
wszystkie punkty lezace w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Natomiast w uczeniu glebokim, a wlasciwie to w calym uczeniu maszynowym, elementy
wektorow nie sg ze sobg zazwyczaj powigzane w zaden $cisle geometryczny sposob. W tych
zastosowaniach elementy wektoréw wykorzystuje si¢ raczej do reprezentowania cech
(ang. features) jakiejs probki, ktora ma by¢ wykorzystana przez model do wyprodukowa-
nia wyniku, takiego jak etykieta klasy lub wartos¢ regresji. Wektor reprezentujacy zbidr
cech nazywamy wektorem cech i czasami rozpatrujemy jego interpretacje geometryczng.
Niektore modele uczenia maszynowego, takie jak algorytm k-najblizszych sasiadow, trak-
tujg wektor jako wspolrzedne punktu w przestrzeni geometrycznej.

Osoby zajmujace si¢ uczeniem glebokim czgsto wspominajg o przestrzeni cech pro-
blemu. Przestrzen cech to zbidér wszystkich mozliwych danych wejsciowych. Zbiér uczacy
musi dobrze odzwierciedlaé przestrzen cech danych wejSciowych, z ktorymi model spo-
tka sie podczas jego stosowania w praktyce. W tym sensie wektor cech jest punktem
W n-wymiarowej przestrzeni (n jest liczbg cech w wektorze cech).

Macierze
Macierz to dwuwymiarowa tablica liczb:

Qoo Qo1 Qo2 Qo3
A=|a;, a1 Gz Q3

Azo0 Q21 Qzz QA3

Elementy 4 s3 indeksowane numerem wiersza i kolumny. MacierzA4 ma trzy wiersze
i cztery kolumny. O takiej macierzy moéwimy, ze jest to macierz o wymiarach 3x4. Zauwaz,
ze indeksy elementow z macierzy A zaczynaja si¢ od 0. W literaturze matematycznej
czesto indeksuje sie od 1, ale coraz czeSciej stosuje si¢ takze indeksowanie od 0, ktore
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pozwala unikng¢ réznic pomiedzy zapisem matematycznym a reprezentacjg macierzy na
komputerze. Macierze oznaczamy za pomocg duzych pogrubionych liter, np. 4.
Do reprezentowania macierzy w kodzie wykorzystuje si¢ tablice dwuwymiarowe:

>>> A = np.array([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,911)
>>> print(A)

[[123]

[4 5 6]

[7 8 9]]
>>> print(np.arange(12).reshape((3,4)))
[fo 1 2 3]

[4 5 6 7]

[ 8 910 11]]

W Pythonie dostep do elementu a,, macierzy A jest mozliwy za pomocg instrukcji
A[1,2]. Zauwaz, ze po wyswietleniu tablic na ekranie widoczna jest dodatkowa para na-
wiasow ([ 1]). Za pomocg tych nawiaséw NumPy méwi nam, ze mozemy traktowac macierz
jako wektor wierszowy, ktorego elementami sg wektory. W jezyku Python oznacza to, ze
macierz mozna traktowac jako listg list o tej samej diugosci. OczywiScie to wiasnie w ten
sposob zdefiniowaliSmy macierz A na samym poczgtku powyzszego listingu.

Wektory mozemy traktowac jako macierze z jednym wierszem lub jedng kolumna.
Trzyelementowy wektor kolumnowy jest macierzg o wymiarach 3 X1 — ma trzy wiersze
1 jedng kolumng. Czteroelementowy wektor wierszowy zachowuje si¢ jak macierz 1x4
— ma jeden wiersz i cztery kolumny. Obserwacje t¢ wykorzystamy w dalszej czeSci
rozdzialu.

Tensory

Skalar nie ma wymiarow, wektor ma jeden wymiar, a macierz dwa wymiary. Jak mozesz
podejrzewac, nie jest to koniec. Obiekt matematyczny o wiecej niz dwéch wymiarach
nazywa si¢ potocznie tensorem. Jezeli pojawi si¢ taka koniecznos¢, to tensory w tej
ksiazce bede oznaczal duzg literg T zapisang czcionkg bezszeryfows.

Liczbe wymiaréw w tensorze nazywamy jego rzedem (nie myli¢ z rzedem macierzy).
Tensor 3D ma rzad réwny trzy. Macierz to tensor drugiego rzedu, wektor to tensor pierw-
szego rzedu, a skalar to tensor rzedu zero. W rozdziale 9. poswieconym przeptywowi danych
przez glebokie sieci neuronowe przekonasz sie, ze wiele narzedzi do uczenia glebokiego
wykorzystuje tensory czwartego i wyzszych rzedow.

W Pythonie tensory mozna reprezentowac za pomocg tablic NumPy o trzech i wigkszej
liczbie wymiaréw. Na przyklad na ponizszym listingu definiuj¢ w Pythonie tensor 3. rzgdu:

>>> t = np.arange(36).reshape((3,3,4))
>>> print(t)
[([[fo 1 2 3]

[4 5 6 7]

[ 8 910 11]]

[[12 13 14 15]
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[16 17 18 19]
[20 21 22 23]]

[[24 25 26 27]
[28 29 30 31]
[32 33 34 35]]]

Za pomocg np.arange tworze wektor t zawierajacy 36 elementow bedacych liczbami
od 0 do 35. Nastepnie za pomocg metody reshape w tej samej linii przeksztalcam go
w tensor o wymiarach 3X3x4 (liczacy 3 - 3 - 4 = 36 elementéw). Jednym ze sposobow
myslenia o tensorze 3X3X4 jest potraktowanie go jako stosu, na ktérym znajdujg sie
trzy obrazki o wymiarach 3 x4. Jesli bedziesz pamietat o tej interpretacji, to nastepujace
stwierdzenia powinny miec sens:

>>> print(t[0])
[[0 1 2 3]

[4 5 6 7]

[8 910 11]]
>>> print(t[0,1])
[4567]
>>> print(t[0,1,2])
6

quanie t[0] zwrdci ze stosu pierwszy obrazek o wymiarach 3x4. Instrukcja t[0,1]
powinna zatem zwrocié drugi wiersz z pierwszego obrazka. Tak tez jest. W ostatniej in-
strukcji cheg dostac si¢ do pojedynczego elementu t. W tym celu podaj¢ numer obrazka
(0), numer wiersza (1) i interesujacy mnie element z tego wiersza (2).

Przypisywanie kolejnych wymiaréw tensora do coraz mniejszych podzbioréw jest
wygodnym sposobem na zapamietanie znaczenia wymiarow. Na przyklad w nastepujgcy
sposob mozemy zdefiniowaé tensor 5. rzedu:

>>> w = np.zeros((9,9,9,9,9))
>>> w[4,1,2,0,1]
0.0

Co w takim przypadku oznacza w[4,1,2,0,1]? Dokladna interpretacja zalezy od za-
stosowania. Jezeli potraktujemy w jako regat z ksigzkami, to pierwszy indeks oznacza
wybor poiki, a drugi wybor ksigzki znajdujacej si¢ na wybranej potce. Nastepnie za po-
mocg trzeciego indeksu wybieram strone w ksigzce, a za pomocg czwartego linijke na tej
stronie. Za pomocg ostatniego indeksu wybieram slowo z wybranej linii. A zatem
w[4,1,2,0,1] to prosba o drugie stowo z pierwszego wiersza trzeciej strony drugiej ksigzki
lezacej na piatej poice naszego regalu (kolejnosé odczytu informacji to w tym przypadku
od prawej do lewe;j).

Analogia z regalem ma swoje ograniczenia. Tablice NumPy majg niezmienne wymiary,
co oznacza, ze jesli w jest regalem, to ma on dziewie¢ polek, a na kazdej z nich znajduje
si¢ doktadnie dziewieC ksigzek, z ktérych kazda ma dokladnie dziewigC stron liczacych
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po dziewieC wierszy. Kazdy z tych wierszy zawiera za$ dziewie stow. W pamieci kom-
putera zawartos¢ tablic NumPy jest zapisywana w cigglym obszarze pamigci, co wymusza
ustalenie rozmiaréw poszczegolnych wymiardw juz na etapie tworzenia tablicy. Wyko-
nanie tej czynnosci i wybranie typu przechowywanych w tablicy danych (np. liczba cal-
kowita bez znaku) pozwala na dostep do poszczegélnych elementéw tablicy za pomoca
prostej formuty pozwalajacej wyznaczy¢ przesuniecie bitowe od adresu poczatku tablicy.
To wlasnie dzigki temu tablice NumPy dzialajg o wiele szybciej od list Pythona.

Dowolny tensor o rzedzie mniejszym niz # mozemy przedstawi¢ w postaci tensora
rzedu n poprzez ustawienie dtugosci kazdego z brakujacych wymiaréw na 1. Pokazatem
Ci juz przyktad takiego dzialania, gdy wspomniatem, ze m-elementowy wektor mozemy
potraktowac jako macierz o wymiarach 1Xm lub m X 1. Tensor 1. rzedu (wektor) mozemy
przeksztatci¢ w tensor 2. rzedu (macierz) poprzez dodanie brakujacego wymiaru o diu-
gosci jeden.

Skrajnym przykiadem takiego dzialania jest potraktowanie skalara (tensor rzedu 0)
jako tensor 5. rzedu:

>>> t = np.array(42).reshape((1,1,1,1,1))
>>> print(t)

[[CL[421111]

>>> t.shape

(1, 1, 1, 1, 1)

>>> t£[0,0,0,0,0]

42

Na powyzszym listingu przeksztalcam skalar 42 w tensor 5. rzedu (tablicg pigciowy-
miarowa). Dlugos¢ kazdego wymiaru tego tensora to jeden. Zauwaz, ze NumPy méwi nam,
ze tensor t ma pi¢¢ wymiar6w — liczbe 42 w danych wyjSciowych otacza [[[[[ oraz
111111. Zapytanie o ksztalt t potwierdza, ze jest to pieciowymiarowy tensor. Poniewaz
jest to tensor, dostep do przechowywanej w nim warto$ci mozemy uzyskaé za pomoca
t[0,0,0,0,0]. W dalszej czgsci ksigzki doS¢ czgsto korzystam ze sztuczki polegajacej na
dodawaniu nowych wymiaréw o dtugosci jeden. W NumPy istnieje tez bezposredni sposob
na dodanie nowych wymiaréw, ktory czesto stosuje si¢ podczas pracy z narzedziami do
uczenia glebokiego:

>>> t = np.array([[1,2,3],[4,5,6]])
>>> print(t)
[[12 3]
[4 5 6]]
>>> w = t[np.newaxis,:,:]
>>> w.shape
(1, 2, 3)
>>> print (w)
[[[12 3]
[4 5 6]]]
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Na powyzszym listingu zamienilem tensor 2. rzedu t (macierz) w tensor rzedu 3. Nowy
wymiar o dtugosci jeden utworzylem za pomocg np.newaxis. Po dodaniu wymiaru w. shape
zwraca (1,2,3), a nie (2,3), tak jak w przypadku t.

Tensory o rzgdach do trzeciego wiacznie majg swoje odpowiedniki geometryczne, ktore
mogg okazac sie¢ pomocne w wizualizacji relacji pomiedzy nimi:

Rzad (liczba wymiaréw) Nazwa tensora Odpowiednik geometryczny

0 skalar punkt

1 wektor prosta

2 macierz ptaszczyzna
3 tensor bryta

W powyzszej tabeli uzytem stowa tensor w potocznym znaczeniu. Tensor 3. rzedu nie
ma zadnej powszechnie akceptowanej nazwy.

W tym podrozdziale zdefiniowaliSmy obiekty matematyczne wystgpujace w uczeniu
glebokim w postaci wielowymiarowych tablic, czyli formy, w jakiej implementuje si¢ je
w kodzie. Takie dzialanie wigzalo sie z odrzuceniem duzej iloSci matematyki. Przedsta-
witem Ci jedynie informacje niezbedne do zrozumienia uczenia glebokiego. W kolejnym
podrozdziale pokaze Ci, jak korzysta si¢ z tensoréw w wyrazeniach matematycznych.

Arytmetyka tensoréw

W tym rozdziale przedstawie szczegélowo operacje na tensorach ze specjalnym uwzgled-
nieniem tensoréw 1. rzedu (wektory) i 2. rzedu (macierze). Zaktadam, ze w tym momencie
ksigzki wiesz juz, jak wykonuje si¢ operacje na skalarach.

Zaczng od czego$, co nazywam operacjami tablicowymi. Pod tym poj¢ciem rozumiem
operacje na elementach, ktore narzedzia takie jak NumPy wykonujg na tablicach o do-
wolnej liczbie wymiaréw. Nastepnie przejde do omoéwienia operacji wektorowych i przy-
gotuje grunt pod prezentacje kluczowego zagadnienia, jakim jest mnozenia macierzy.
Na koniec omoéwie macierze blokowe.

Operacje tablicowe

Nasze dotychczasowe doswiadczenia z NumPy pokazujg, ze wszystkie normalne operacje
arytmetyczne wykonywane na skalarach przekladajg si¢ bezposrednio na Swiat tablic wie-
lowymiarowych. Do tych operacji zaliczamy m.in. dodawanie, odejmowanie, mnozenie,
dzielenie i potggowanie, a takze wywoltywanie funkcji na tablicy. We wszystkich tych
przypadkach wywolywana operacja jest stosowana na kazdym elemencie tablicy. W po-
zostalej czesci tego podrozdzialu wykorzystam ponizsze przyklady. Przykiady te pozwola
nam rowniez przyjrzec si¢ regulom broadcastingu, o ktérych jeszcze nie wspominatem.
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Zaczynam od zdefiniowania kilku tablic:

>>>
>>>
>>>

o n T o

>>>

np.array([[1,2,3],[4,5,6]1])
np.array([[7,8,9],[10,11,12]])
np.array([10,100,1000])
np.array([10,11])

>>> print(a)

[[1 23]

[4 5 6]]
>>> print(b)

(L7 8
[10 11

9]
12]]

>>> print(c)

[ 10

100 1000]

>>> print(d)

[10 11]

W przypadku tablic o zgodnych wymiarach wykonywanie operacji na ich elementach
jest dos¢ proste:

>>> print (a+b)

[[ 8 10
[14 16

12]
18]]

>>> print(a-b)

[[-6 -6
[-6 -6

-6]
-6]1]

>>> print(a*b)

[[7 16
[40 55

27]
72]]

>>> print(a/b)
[[0.14285714 0.25 0.33333333]

[0.4

0.45454545 0.5 1]

>>> print(b**a)

(L

7 64 729]

[ 10000 161051 2985984]]

Interpretacja wszystkich powyzszych wynikow nie stwarza probleméw. W kazdym
przypadku NumPy zastosowal wywolang operacje¢ na wszystkich odpowiadajacych sobie
elementach z kazdej z tablic. Mnozenie odpowiadajacych sobie elementéw z dwoch ma-
cierzy (aib) to tak zwany iloczyn Hadamarda. (Nazwe te spotyka sie czasami w pracach
poswieconych uczeniu gltebokiemu).

Pakiet NumPy rozszerza ide¢ operacji wykonywanych na elementach o tak zwany
broadcasting. Polega on na stosowaniu pewnych regut (ktérych przyktady zaraz Ci po-
kaze) pozwalajacych uzyskaé sensowne wyniki w przypadku niezgodnosci wymiarow.

Z broadcastingiem spotkaliSmy si¢ juz w przypadku dziatan wykonywanych na tablicy
i skalarze, w trakcie ktorych to warto$¢ skalarna byta przekazywana do kazdego elementu

tablicy.
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W pierwszym przykladzie, pomimo tego, ze a jest macierzg o wymiarach 2 X 3, dzigki
broadcastingowi mozemy wykonaé operacje dwuargumentowe na tej tablicy i tablicy c,
czyli trzyelementowym wektorze:

>>> print(a+c)

[[ 11 102 1003]
[ 14 105 1006]]

>>> print(c*a)

[[ 10 200 3000]
[ 40 500 6000]]

>>> print(a/c)

[[0.1 0.02 0.003]
[0.4 0.05 0.006]]

W powyzszym kodzie trzyelementowy wektor c zostal dopasowany do macierzy a
o wymiarach 2 X 3. NumPy rozpoznal, ze zaréwno w przypadku a, jak i ¢ drugi wymiar ma
dtugos¢ trzy. Dzieki temu mozliwe jest zduplikowanie warto$ci w wektorze ¢ i zamiana
go w macierz, ktérej wymiary beda pasowaly do wymiaréw a, co pozwoli nam na obli-
czenie wyniku. Tego typu operacje doS¢ czgsto pojawiajg si¢ w kodach algorytmow uczenia
maszynowego, z ktérych wigkszo$¢ napisana jest w Pythonie. Czasami, aby zrozumied,
co si¢ dzieje, warto poeksperymentowaé z interpreterem Pythona i zastanowic sie nad
wynikami.

Czy mozemy zastosowac broadcasting i dopasowac¢ dwuelementowy wektor d do ma-
cierzy a o wymiarach 2 3? Jesli sprobujemy to zrobi¢ w ten sam sposob co w przypadku
aic, to otrzymamy btad:

>>> print(a+d)
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
ValueError: operands could not be broadcast together with shapes (2,3) (2,)

Regutly broadcastingu NumPy wymagajg istnienia wymiaréw o diugosci jeden. Ksztatt

d to (2,) — jest to wektor dwuelementowy bez kierunku. Jesli zmienimy ksztalt d tak,
aby byla to dwuwymiarowa tablica o wymiarach 2x 1, NumPy poradzi sobie z tym dzia-
faniem:

>>> d = d.reshape((2,1))
>>> d.shape
(2, 1)
>>> print(a+d)
[[11 12 13]
[15 16 17]]

Jak widzisz, NumPy dodat d do poszczeg6lnych kolumn a.
Wroémy do Swiata matematyki i przyjrzyjmy si¢ dzialaniom na wektorach.
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Operacje wektorowe

W kodzie wektory sg reprezentowane w postaci ciggu liczb, ktére mozna interpretowac
jako wartosci wzdluz jakiegos$ zbioru osi. W tym punkcie przedstawi¢ kilka unikalnych
operacji na wektorach.

Dtugosc wektora

Z geometrycznego punktu widzenia wektory majg kierunek oraz dtugosc. Wektory czesto
rysuje si¢ w postaci strzatek. Przyktad rysunku z takimi strzatkami zobaczysz w roz-
dziale 6. Pierwszg operacja wektorows, ktorej si¢ przyjrzymy, bedzie wyznaczanie diu-
gosci wektora. Dtugosc n-elementowego wektora x to

Il ll=/x2+x2+ - +x2_, (5.3)

W réwnaniu 5.3 z obu stron x widoczne sg podwojne pionowe kreski oznaczajace
dtugos¢ wektora. Czesto zamiast podwojnych kresek stosuje si¢ pojedyncze. Jest to troche
mylgce, poniewaz pojedyncze kreski oznaczajg tez warto$¢ bezwzgledng. NajczeSciej to
z kontekstu wynika, co mamy na mysli.

Skad wzielo si¢ rownanie 5.3? Rozwazmy wektor x = (x,y) z przestrzeni dwuwy-
miarowej. Jesli x 1y sg dlugoSciami odpowiednio wzdiuz osi x iy, to dtugosci te tworza
boki trojkata prostokgtnego. Diugos¢ przeciwprostokgtnej tego trojkata prostokatnego
jest dlugoscig wektora. Jak ustalil Pitagoras, a nad diugo przed nim Babilonaczycy, diu-
gos¢ tej przeciwprostokatnej to /x2 + y?2. Uogdlnienie tej formuly na n-wymiarow daje
roéwnanie 5.3.

Wektory jednostkowe

Teraz gdy wiesz juz, jak obliczy¢ dtugos¢ wektora, moge wprowadzi¢ pewng uzyteczng
postac wektora nazywana wektorem jednostkowym. Jesli podzielimy elementy wektora
przez jego diugosc, otrzymamy wektor skierowany w tym samym kierunku co pierwotny
wektor, ale o dlugosci jeden. To wlasnie wektor jednostkowy. Dla wektora v wektor
jednostkowy skierowany w tym samym kierunku to:

R v

T

Daszek nad nazwa wektora to symbol wektora jednostkowego. Spo6jrz na konkretny

przyklad. Nasz przyktadowy wektor to v = (2, —4, 3). Wektor jednostkowy skierowany
w tym samym kierunku co v to

2-43) _ (L -4 3
J22+ (=42 +32  \W29'v29'v29

W kodzie wektor jednostkowy mozemy wyznaczyC w nastepujacy sposob:

V= ) ~ (0,3714, —0,7428, 0,5571)

>>> v = np.array((2, -4, 3))

>>> u = v / np.sqrt((v*v).sum())

>>> print (u)

[ 0.37139068 -0.74278135 0.55708601 ]
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W powyzszym kodzie korzystam z tego, ze kwadraty poszczegdlnych elementow wek-
tora v mozemy wyznaczyC, mnozgc go przez niego samego (mnozenie na elementach).
Po wyznaczeniu kwadratow za pomocg sum obliczam ich sume i otrzymuje kwadrat od-
legtosci.

Transpozycja wektora

Wspomnialem wczes$niej, ze wektory wierszowe mozna traktowac jako macierze o wy-
miarach 1 X n, podczas gdy wektory kolumnowe to macierze n X 1. Zamiang wektora
wierszowego na wektor kolumnowy i vice versa nazywamy transpozycja. W rozdziale 6.
przekonasz sie, ze transponowac¢ mozemy takze macierze. Transpozycje wektora y ozna-
czamy y'. A zatem mamy

Xo X1

[yl

o Y1 Yol

X2]

(ZT)T =z

OczywiScie transpozycja nie ogranicza si¢ do wektoréw trzyelementowych.

W kodzie transpozycje wektora mozna przeprowadzi¢ na kilka sposobow. Jak widziales
we wczesniejszej czgsci rozdzialu, do zamiany wektora w macierz 1 X n lub n X 1 mo-
zemy wykorzysta¢ funkcje reshape. Mozna tez wywolaé¢ na wektorze metod¢ transpose
lub przy zachowaniu pewnej dozy ostroznosci uzy¢ skrotu T. Spdjrz na przyktady wszyst-
kich tych podejs¢. Zaczng od zdefiniowania wektora NumPy. Spojrz, w jaki sposob reshape
zamienia zwykly trzyelementowy wektor w wektor kolumnowy o wymiarach 3 x 1 i wek-
tor wierszowy o wymiarach 1 x 3:

>>> v = np.array([1,2,3])
>>> print(v)

[12 3]
>>> print(v.reshape((3,1)))
[[1]

[2]

[3]1]
>>> print(v.reshape((1,3)))

({12 3]]

Zwro6¢ uwage na roéznicg pomiedzy wyjSciem z print(v) a wynikiem wyswietlonym
po wywolaniu reshape((1,3)). W drugim przypadku dane wyjSciowe sg otoczone dodat-
kowa parg nawias6w wskazujaca, ze pierwszy wymiar ma diugos¢ 1.
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Teraz zastosuj¢ operacj¢ transpozycji na v:

>>> print(v.transpose())
[12 3]

>>> print(v.T)

[12 3]

Jak widzisz, wywolanie transpose lub T w zaden sposob nie wptywa na v. Jest tak, po-
niewaz ksztalt v to po prostu 3, a nie (1,3) lub (3,1). Po jawnej zamianie v w macierz o wy-
miarach 1 X 3 transpose i T dajg pozadany efekt:

>>> v = v.reshape((1,3))
>>> print(v.transpose())
[[1]

[2]

[3]1]
>>> print(v.T)

[[1]

[2]

[3]1]

Na powyzszym listingu v zmienia si¢ z wektora wierszowego w kolumnowy, zgodnie
z naszymi oczekiwaniami. Lekcjg z tego przyklady jest konieczno$¢ zachowania ostroz-
nosci co do rzeczywistej wymiarowosci wektora w NumPy. W wiekszosci przypadkow
mozemy si¢ nig nie przejmowac, ale czasami musimy wyrazac si¢ jasno i zwracaé uwage
na rozréznienie pomigdzy zwyklymi wektorami, wektorami wierszowymi i wektorami
kolumnowymi.

Iloczyn wewnetrzny

By¢ moze najpopularniejszg operacja wektorows jest iloczyn wewnetrzny, czyli inaczej
iloczyn skalarny. Iloczyn skalarny pomiedzy dwoma wektorami definiuje si¢ w naste-
pujacy sposob:

a*b=(a,b)=a'b

n-1

- Z a, by (5.4)
k=0

—llalll bl cos 6 (5.5)

W powyzszym rownaniu 6 to kat pomiedzy dwoma wektorami (jesli majg one inter-
pretacje geometryczng). Wynikiem iloczynu skalarnego jest skalar. Zapis (a, b) jest dos¢
czesto spotykany, chociaz w literaturze po$wigconej uczeniu giebokiemu czeSciej stosuje
sie zapis a*b. Zapis z uzyciem mnozenia macierzy (a' b) méwi nam, jak obliczy¢ iloczyn
skalarny, ale z jego wyjasnieniem poczekam do omdéwienia mnozenia macierzy. Na razie
wszystko, co powiniene$ wiedzieC, jest ukryte we wzorze z sumg — iloczyn skalarny dwoch
n-elementowych wektorow jest suma z iloczynéw odpowiadajacych sobie sktadowych.
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Iloczyn skalarny wektora z nim samym to kwadrat jego diugosci:
asa =| a|?
Iloczyn wewnetrzny jest przemienny:
a*b = bea
oraz rozdzielny wzgledem dodawania:
a*(b+c)=a*b+asc

ale nie jest taczny, poniewaz wynikiem pierwszego iloczynu skalarnego jest skalar, a nie
wektor, a mnozenie wektora przez skalar to nie iloczyn skalarny.
Zauwaz tez, ze iloczyn skalarny jest rowny zero, gdy kat miedzy wektorami wynosi
90 stopni. Wynika to z tego, ze dla tej miary kata cos 6 jest rowny zero (réwnanie 5.5).
Zerowy iloczyn skalarny oznacza, ze wektory sg do siebie prostopadte lub ortogonalne.
Spo6jrzmy na kilka przykiadéw iloczynéw skalarnych. Zacznij od bezposredniej im-
plementacji réwnania 5.4:

>>> a = np.array([1,2,3,4])
>>> b = np.array([5,6,7,8])
>>> def inner(a,b):
s = 0.0
for i in range(len(a)):
s += a[i]*b[i]
return s ...

>>> inner(a,b)
70.0

Poniewaz wiemy, ze a i b s tablicami NumPy, powyzszy kod mozemy zapisa¢ w bardziej
wydajny sposob:

>>> (a*b).sum()
70

Mozemy tez, co prawdopodobnie bedzie najwydajniejszym rozwigzaniem, pozwolié
NumPy wykonac calg robotg za nas i po prostu wywotaé np.dot:

>>> np.dot(a,b)
70

Wywolanie np.dot pojawia si¢ dos§¢ czgsto w kodach algorytmow uczenia gtgbokiego.
Jak sie wkrotce przekonasz, funkcja ta pozwala na wiele wiecej niz tylko obliczenie ilo-
czynu skalarnego.
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Z réwnania 5.5 wiemy, ze kat miedzy dwoma wektorami to
, a<b
lall bl

W kodzie obliczenia te mozna zaimplementowac w nast¢pujgcy sposob:

6 = cos™

>>> A = np.sqrt(np.dot(a,a))

>>> B = np.sqrt(np.dot(b,b))

>>> t = np.arccos(np.dot(a,b)/(A*B))
>>> t*(180/np.pi)

14.335170291600924

Wynik dziatania powyzszego kodu méwi nam, ze kat pomigdzy a i b wynosi po prze-
konwertowaniu wartoSci t z radianow na stopnie okolo 14°.

W przypadku przestrzeni trojwymiarowej iloczyn skalarny jest rowny zero dla wek-
tor6w ortogonalnych, co oznacza, ze kat pomiedzy nimi wynosi 90°:

>>> a = np.array([1,0,0])
>>> b = np.array([0,1,0]
>>> np.dot(a,b)

0

>>> t = np.arccos(0)

>>> t*(180/np.pi)

90.0

Powyzsze wyniki majg sens, poniewaz a jest wektorem jednostkowym lezacym na osi x,
a b jest wektorem jednostkowym lezacym na osiy. Wiemy zatem, ze miedzy nimi jest kat
prosty.

Po zapoznaniu si¢ z iloczynem skalarnym spojrz, jak mozemy go wykorzystac do rzu-
towania jednego wektora na drugi.

Rzut

Rzut jednego wektora na drugi daje nam informacje, jaka czesS¢ pierwszego wektora jest
wektorem o kierunku drugiego. Rzut @ na b to

a*b b
Il b |2

Na rysunku 5.1 pokazano wizualizacje rzutu na przykladzie wektorow 2D.

Rzut polega na wyznaczeniu skladowej a wskazujacej w kierunku b. Zauwaz, ze rzut
a na b nie jest tym samym co rzut b na a.

Poniewaz w liczniku pojawia si¢ iloczyn skalarny, rzut wektora na inny, ortogonalny
do niego wektor jest rowny zero. Zadna sktadowa pierwszego wektora nie jest w takim
przypadku zwrocona w kierunku drugiego wektora. Raz jeszcze powr6¢my do osi x 1 y.
Powodem, dla ktorego korzystamy ze wspolrzednych kartezjanskich, jest to, ze w uktadzie
tym jego dwie lub trzy (w przestrzeni 3D) osie s3 wzajemnie ortogonalne, tj. zadna czes¢
zadnej z nich nie jest zwrocona w strone pozostatych. Dzieki temu mozemy okreslié

proj, a =
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proj.a
Rysunek 5.1. Rzut a na b w przestrzeni 2D

polozenie dowolnego punktu oraz wektor 1gczacy ten punkt z poczatkiem uktadu wsp6i-
rzgdnych za pomocg sktadowych lezacych na tych osiach. Rozkiad obiektu na wzajemnie
ortogonalne skladowe pokaze Ci w rozdziale 6. przy okazji omawiania wektoréw wtasnych
i metody PCA.

W kodzie wykonanie rzutu jest proste:

>>>
>>>
>>>

np.array([1,1])
np.array([1,0])
(np.dot(a,b)/np.dot(b,b))*b
int (p)

= non

r
[1. 0.
>>> np.array([-1,1])

>>> (np.dot(c,b)/np.dot(b,b))*b
>>> print(p)

[-1. -0.]

non -

a
b
p
>>> p
0
[+
p
p

W pierwszym przyktadzie a wskazuje o 45° w lewo w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara od osi x, natomiast b wskazuje w kierunku osi x. OczekiwalibySmy,
ze rzut a bedzie przebiegal wzdtuz osi x i tak tez jest (p). W drugim przykiadzie ¢ wska-
zuje 0 135° = 90° + 45° w lewo w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara od
osi x. A zatem spodziewamy sie, ze sktadowa ¢ w kierunku b bedzie przebiegata wzdtuz
osi x w kierunku przeciwnym do b. Tak tez jest.

Uwada

Rzut ¢ na b dat sktadowq wzgledem osi y rowng -0. Obecnos¢ minusa wynika ze sposobu repre-
zentacyi liczb zmiennoprzecinkowych w standardzie IEEE 754. Choc mantysa wynosi zero, nadal
istnieje mozliwosc ustalenia znaku, co od czasu do czasu prowadzi do minus zera. Szczegotowe
wyjasnienie sposobu zapisu liczb na komputerze, w tym opis zapisu zmiennoprzecinkowego, snaj-
dziesz w napisanej przeze mnie ksigzce Numbers and Computers (Springer-Verlag, 2017).

Przejdeg teraz do omoéwienia iloczynu zewngtrznego dwoch wektorow.
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Iloczyn zewnetrzny

Iloczyn wewnetrzny (skalarny) dwoch wektorow daje skalar, natomiast wynikiem iloczynu
zewnetrznego jest macierz. W przeciwienstwie do iloczynu skalarnego w iloczynie ze-
wnetrznym nie wymagamy, aby oba wektory mialy te samg liczbe elementéw. Iloczyn
zewnetrzny m-elementowego wektora a z n-elementowym wektorem b to macierz utwo-
rzona poprzez pomnozenie kazdego elementu a przez kazdy element b:

aobg aghy agb, aobyn_4
a®b=ab" = a; by a by ab, - azbpy
Am-1by  Am_1by  am_1by - Apoibp_g

Formula ab" opisuje sposéb na wyznaczenie iloczynu zewnetrznego za pomoca
mnozenia macierzy. Zauwaz, ze formula ta r6zni si¢ od formuly opisujacej iloczyn ska-
larny (a"b) i ze zaklada si¢ w niej, ze a i b s3 wektorami kolumnowymi. Nie istnieje
zaden powszechnie akceptowany symbol do oznaczenia iloczynu zewnetrznego (gtéwnie
dlatego, ze mozna go zapisa¢ jako mnozenie macierzy i ze nie jest on tak powszechny
jak iloczyn skalarny), ale w konteksScie, w ktorym przedstawia si¢ go jako operacj¢ dwu-
argumentowg, do$¢ czesto stosuje sie symbol &.

W NumPy dostepna jest funkcja np.outer:

>>> a = np.array([1,2,3,4])

>>> b = np.array([5,6,7,8])

>>> np.dot(a,b)

70

>>> np.outer(a,b)

array([[ 5, 6, 7, 8],
[10, 12, 14, 16],
[15, 18, 21, 24],
[20, 24, 28, 32]])

Wektory aib to te same wektory co w przykiadach z iloczynem skalarnym. Zgodnie
z oczekiwaniami np.dot zwraca iloczyn skalarny a*b. Natomiast funkcja np.outer zwraca
macierz 4x4, w ktorej kolejne wiersze to wyniki mnozenia b przez kolejne elementy
wektora a; najpierw przez 1, potem przez 2, potem przez 3 1 na koficu przez 4. A zatem
pomnozyliSmy kazdy element wektora b przez kazdy kolejny element wektora a. Wynikiem
jest macierz 4 X4, poniewaz zarowno a, jak i b majg po cztery elementy.

Zdolnos¢ iloczynu zewnetrznego do tworzenia wszystkich kombinacji danych wej-
sciowych znajduje zastosowanie w uczeniu giebokim w zagadnieniach takich jak neural
collaborative filtering 1 visual questions answering. Zadania te sg realizowane przez zaawan-
sowane sieci neuronowe, ktore wydaja rekomendacje lub odpowiadajg na pytania tekstowe
dotyczgce zawarto$ci obrazow. Iloczyny zewngtrzne mieszaja w nich dwa rézne wektory
osadzajace. Osadzenia (ang. embeddings) to wektory generowane przez wczesSniejsze war-
stwy sieci neuronowej, na przyklad przez przedostatnig w pelni polgczong warstwe znaj-
dujacs si¢ przed wyjSciem warstwy softmax w tradycyjnej konwolucyjne;j sieci neurono-
wej. Warstwe generujacg osadzenia traktuje si¢ zazwyczaj jako warstwe, ktora nauczylta
si¢ nowej reprezentacji wejscia. Mozna jg traktowac jako odwzorowanie ztozonych da-
nych wejsciowych, takich jak obrazy, na zredukowang przestrzen zawierajaca od kilkuset
do kilku tysigcy wymiaréw.
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ILOCZYN KARTEZJANSKI

Istnieje bezpoSrednia analogia pomiedzy iloczynem zewnetrznym dwdch wektorow
i iloczynem kartezjanskim dwaoch zbiorow A i B. Iloczyn kartezjanski jest nowym zbio-
rem, ktoérego elementami sg wszystkie mozliwe pary elementdw z A i B. A zatem jesli
A ={1,2,3,4}iB = {5,6,7,8}, toiloczyn kartezjanski tych zbiorow mozemy zapisac jako

AXB ={(a,b) | a€Aorazb € B}
1,5 @6) (1,7) (1,8)
(2,5) (26) (27) (2,8)
3,5 @B.6) (3.7 38
4,5 “46) 47 (48)

Jesli zastgpimy kazda pare iloczynem jej elementdw, to otrzymamy iloczyn ze-
wnetrzny pokrywajacy sie z wynikiem zwréconym przez np.outer. Do 0znaczania ilo-
czynu kartezjanskiego dwoch zbioréw czesto wykorzystuje sie symbol x.

Iloczyn wektorowy

Ostatnim pozostalym do omoéwienia operatorem wektor-wektor jest iloczyn wektorowy.
Operator ten jest zdefiniowany tylko dla przestrzeni 3D (R3?). Iloczynem wektorowym
a ib jest nowy wektor prostopadly do ptaszczyzny rozpinanej przez a i b. Zauwaz, ze nie
oznacza to, ze a i b s do siebie prostopadte. Iloczyn wektorowy definiuje si¢ jako

axb=lallblsin®n

5.6
= (a;b, — ayby, azby — agby, aghy — a;by) (56)

gdzie 7 jest wektorem jednostkowym, a 6 katem pomiedzy a i b. Kierunek 7 jest okre-
Slony przez regulte prawej reki. Skieruj palec wskazujacy prawej reki w kierunku a,
a palec srodkowy w kierunku b. Po ich skierowaniu kciuk bedzie wskazywal w kierunku
7. Rownanie 5.6 zawiera wzory na poszczeg6lne sktadowe wynikowego wektora.

W NumPy do obliczania iloczynu wektorowego stuzy funkcja np.cross:

>>> a = np.array([1,0,0])
>>> b = np.array([0,1,0])
>>> print(np.cross(a,b))
[001]

>>> ¢ = np.array([1,1,0])
>>> print(np.cross(a,c))
[0 0 1]

W pierwszym przykladzie a wskazuje w kierunku osi x, a b w kierunku osi y. Dlatego
oczekujemy, ze iloczyn wektorowy bedzie prostopadly do tych osi i bedzie to wektor
wskazujacy wzdluz osi z. Drugi przykiad pokazuje, ze nie ma znaczenia, czy @ i b sg do
siebie prostopadte. W drugim przypadku c znajduje si¢ pod katem 45° w stosunku do osi x,
ale a i ¢ nadal lezg w plaszczyZnie xy. Dlatego iloczyn wektorowy nadal lezy wzdtuz osi z.
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Definicja iloczynu wektorowego zawiera sin 6, a definicja iloczynu wewnetrznego cos 6.
Iloczyn wewnetrzny jest rowny zero, gdy dwa wektory sg do siebie ortogonalne. Z drugiej
strony iloczyn wektorowy jest rowny zero, gdy dwa wektory wskazujag w tym samym
kierunku. Iloczyn wektorowy osigga maksimum, gdy wektory sg do siebie prostopadie.
W drugim z powyzszych przyktadow NumPy daje wektor o sktadowej rownej 1, ponie-
waz dtugosé ¢ jest rownav/2,a sin 45° = v2/2 = 1/+/2. W rezultacie v/2 ulega skréceniu
1 otrzymujemy w wyniku 1, poniewaz a jest wektorem jednostkowym.

Iloczyn wektorowy jest powszechnie stosowany w fizyce i innych naukach, natomiast
ze wzgledu na jego ograniczenie jedynie do przestrzeni tréjwymiarowej nie spotyka sie
go zbyt czesto w uczeniu glebokim. Niemniej powinienes si¢ z nim zapoznac, jesli masz
zamiar zajrze¢ do literatury poswig¢conej uczeniu gi¢bokiemu.

Na tym konczy si¢ nasze spojrzenie na operacje typu wektor-wektor. Pozostawig juz
jednowymiarowy §wiat i przejde¢ do omdowienia najwazniejszej operacji w calym uczeniu
glebokim, czyli do mnozenia macierzy.

Mnozenie macierzy

W poprzednim punkcie pokazatem Ci nastepujace sposoby na pomnozenie dwoch wek-
toré6w: iloczyn Hadamarda, iloczyn skalarny (wewnetrzny), iloczyn zewnetrzny i iloczyn
wektorowy. W tym punkcie zajmiemy si¢ mnozeniem macierzy. Pamietaj, ze wektory
wierszowe 1 kolumnowe mozemy traktowac jako macierze posiadajace jeden wiersz lub
kolumne.

Wtasnosci mnozenia macierzy

Wkrotce zdefiniuj¢ mnozenie macierzy, ale zanim to zrobig, przyjrzymy si¢ jego wlasci-
wosciom. Niech A, B i C b¢dg macierzami. Zgodnie z powszechnie stosowang w algebrze
konwencjg zapisanie koto siebie dwoch symboli bez zadnego symbolu pomiedzy nimi
oznacza ich iloczyn. Dla mnozenia macierzowego prawdg jest, ze:

(AB)C = A(BC)

€O 0znacza, ze mnozenie macierzy jest faczne. Mnozenie macierzy jest tez roztaczne wzgle-
dem dodawania:

A(B+C)=AB + AC (5.7)
(A+B)C = AC + BC (5.8)
Natomiast w ogolnym przypadku nie jest to dzialanie przemienne:
AB + BA

Roéwnanie 5.8 pokazuje nam, ze prawostronne pomnozenie sumy macierzy przez
macierz daje inny wynik niz lewostronne mnozenie tej samej sumy widoczne w réwna-
niu 5.7. Z tego powodu musiatem zamieSci¢ zarowno réwnanie 5.7, jak i 5.8. Mnozenie
macierzowe mozna wykonywac od lewej lub prawej strony, natomiast wyniki tych mnozen
zazwyczaj roznig sie od siebie.
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Jak pomnozy¢ ze sobg dwie macierze

Przed wyznaczeniem iloczynu AB, w ktorym A musi znajdowac si¢ po lewej stronie od
B, musimy sprawdzi¢ zgodno$¢ wymiaréw. Pomnozenie dwoch macierzy jest mozliwe
tylko wtedy, gdy liczba kolumn w A jest rowna liczbie wierszy w B. A zatem jeSli 4 jest
macierzg n Xm, a B jest macierzg m Xk, to mozemy obliczy¢ iloczyn AB, a jego wynikiem
bgdzie nowa macierz o wymiarach n Xk.

Aby obliczy¢ iloczyn, obliczamy kolejne iloczyny skalarne pomiedzy wektorami
wierszowymi z A 1 wektorami kolumnowymi z B. Na rysunku 5.2 pokazano proces mno-
zenia macierzy A o wymiarach 33 przez macierz B o wymiarach 3 X 2.

‘ v N
aOObOO + aO'Ib1O + aOZbZO aoobm + aOle + aOZb21

= a10b00 + a11b10 + a‘IZbZO alObO'I + aﬂbﬂ + a12b21

aZObOO + 021b10 + a22b20 aZObO‘I + aZ‘IbH + a22b2‘l

Rysunek 5.2. Mnozenie macierzy o wymiarach 3 X 3 przez macierz o wymiarach 3 X 2

Pierwszy wiersz macierzy wynikowej pokazanej na rysunku 5.2 powstaje poprzez ob-
liczenie iloczynow skalarnych pierwszego wiersza macierzy A z kolejnymi kolumnami
macierzy B. Pierwszy element macierzy wyjSciowej to wynik iloczynu skalarnego pierw-
szego wiersza macierzy A z pierwsza kolumng B. Drugi i ostatni element pierwszego
wiersza macierzy wyjSciowej to wynik iloczynu skalarnego pierwszego wiersza macierzy
A z drugg kolumng macierzy B.

Spojrz na przyktad mnozenia macierzy z rysunku 5.2, tym razem z konkretnymi war-

toSciami:
[1 2 3][11 22
AB =14 5 6] [33 44]
7 8 91l55 66
[(1)11 + (2)33 4+ (3)55 (1)22 + (2)44 + (3)66
= [(4)11 + (5)33 + (6)55 (4)22 + (5)44 + (6)66
[(7)11 + (8)33 + (9)55  (7)22 + (8)44 + (9)66
[242 308
=539 704]
836 1100
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Zauwaz, ze AB jest zdefiniowane, a BA nie, poniewaz nie mozemy pomnozy¢ macierzy
o wymiarach 3X2 przez macierz o wymiarach 3X3. Liczba kolumn w B musi by¢ taka
sama jak liczba wierszy w 4.

Innym sposobem myS$lenia 0 mnozeniu macierzy jest zastanowienie si¢, co skiada sie
na kazdy z elementéw wynikowej macierzy Na przyklad, jesli A ma wymiary nXm, a B
to macierz m Xp, wiemy, ze wynikiem ich mnozenia bedzie macierz C o wymiarach n Xp.
Elementy macierzy wynikowej mozemy wyznaczy¢ za pomocg nast¢pujacego wzoru:

m-1

Cij = Z Qixby (5.9)

k=0

dlai=0,..,n—1orazj =0,..,p — 1. Np. aby znalez¢ element c,; Z powyzszego przy-
ktadu, musimy obliczy¢ sum¢ a,qbg, + az1b11 + az,b,;. Formula ta powstaje po wsta-
wieniu do réwnania5.9i =2,j =11k =0,1,2.

Roéwnanie 5.9 méwi nam, jak znalez¢ pojedynczy element macierzy wyjsciowej. Aby
znalez¢ calg macierz, musimy za pomocg petli przejsé przez wszystkie wartosci ¢ oraz j.
Prowadzi to do prostej implementacji mnozenia macierzy:

def matrixmul(A,B):
I,K = A.shape
J = B.shape[1]
C = np.zeros((I,J), dtype=A.dtype)
for i in range(I):
for j in range(J):
for k in range(K):

C[i,3]1 += A[i,kI*B[k,J]

return C

W powyzszej implementacji zaktadam, ze 4 i B majg odpowiednie wymiary. Wyzna-
czam liczbe wierszy (1) 1 kolumn (J) macierzy wyjsciowej C 1 wykorzystuje je jako ogra-
niczenia petli przechodzacych przez elementy C. Nastepnie tworze macierz wyjsciows C
1 ustawiam jej typ danych na typ danych macierzy A. W nastepnych wierszach znajduje
sie potrojnie zagniezdzona petla. Petla z iteratorem i przechodzi przez wszystkie wiersze
wynikowej macierzy. Druga petla, z iteratorem j, odwiedza wszystkie kolumny aktualnie
przetwarzanego wiersza, a najbardziej wewnetrzna petla po k sumuje iloczyny odpowied-
nich wartosci A i B zgodnie z rownaniem 5.9. Po zakonczeniu dzialania wszystkich petli
zwracam macierz C zawierajgca wynik mnozenia.

Funkcja matrixmul dziala i poprawnie mnozy macierze, natomiast jej implementacja
jest dos¢ naiwna. Istniejg bardziej zaawansowane algorytmy mnozenia macierzy, a takze
metody optymalizacji skompilowanych wersji naiwnych implementacji. Jak przekonasz
si¢ w dalszej czeSci rozdziatu, NumPy zawiera implementacj¢ mnozenia macierzy, ktora
korzysta z procedur pochodzacych z wysoce zoptymalizowanych kompilowanych bi-
bliotek. Procedura ta jest znacznie bardziej wydajna niz powyzszy kod.
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Notacja macierzowa dla iloczynéw wewnetrznych i zewnetrznych

Masz juz niezbedna wiedze, aby zrozumieé, dlaczego a' b to iloczyn skalarny, a ab™ to
iloczyn zewngtrzny dwoch wektoréow. W pierwszym przypadku mnozymy wektor wier-
szowy o wymiarach 1Xn (ze wzgledu na transpozycje¢) z wektorem kolumnowym o wy-
miarach nx 1. Algorytm mnozenia macierzy méwi nam, ze iloczyn wektora wierszowego
z wektorem kolumnowym daje macierz o wymiarach 1x 1, czyli skalar. Zauwaz, ze zaréwno
a, jak i b muszg zawieraC po n-elementow.

W przypadku iloczynu zewnetrznego po lewej mamy wektor kolumnowy o wymia-
rach nX1, a po prawej wektor wierszowy o wymiarach 1xm. Wiemy wigc, ze wynikowa
macierz bedzie macierza n Xm. JeSli m = n, to otrzymamy macierz n Xn. Macierz o tej
samej liczbie wierszy i kolumn nazywamy macierza kwadratowa. Macierze te majg spe-
cjalne wlasnosci, z ktorych czegs¢ pokaze Ci w rozdziale 6.

Aby znalez¢ iloczyn zewngtrzny dwoch wektorow za pomoca mnozenia macierzy,
nalezy pomnozy¢ kolejne wiersze a przez kazda kolumne wektora b, ktory jest wektorem
wierszowym:

20
ab’ = [(11] [by by by]
a;

agby agby agb,
= [‘11 by a;by a; bzl
aby axb; azb,

Kazda kolumna b to skalar, ktéry mnozymy z kazdym wierszem a, tworzac w ten
sposob kazdy mozliwy iloczyn pomig¢dzy elementami tych dwdoch wektorow.

Pokazalem Ci juz, jak wyglada reczne mnozenie macierzy. Czas przyjrzeC si¢ temu,
jak robi to NumPy.

Mnozenie macierzy w NumPy

NumPy zawiera dwie rézne funkcje, ktére mozemy wykorzystaé do mnozenia macierzy.
Pierwsza, widziana juz przez nas funkcja, to np.dot. Funkcj¢ t¢ wykorzystywalismy do tej
pory jedynie do obliczania iloczynu skalarnego wektorow. Drugg funkcjg jest natomiast
np.matmul. Funkcja ta jest wywolywana réwniez przez operator @ dost¢pny od Pythona 3.5.
Obie funkcje mnozg macierze zgodnie z naszymi oczekiwaniami. Natomiast NumPy cza-
sami traktuje jednowymiarowe tablice inaczej niz wektory wierszowe lub kolumnowe.
Za pomocg atrybutu shape mozemy sprawdzi¢, czy nasz wektor jest jednowymiarowsg
tablica NumPy, wektorem wierszowym, czy wektorem kolumnowym (listing 5.1).

Listing 5.1. Wektory w NumPy

>>> av = np.array([1,2,3])
>>> ar = np.array([[1,2,3]])
>>> ac = np.array([[1],[2],[311)

>>> av.shape

(35)

>>> ar.shape
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(1, 3)
>>> ac.shape
(3, 1)

Jak widzisz, jednowymiarowa, trzyelementowa tablica av ma inny ksztalt niz trzye-
lementowy wektor wierszowy ar oraz trzyelementowy wektor kolumnowy ac. Natomiast
kazda z tych tablic zawiera te same trzy liczby calkowite: 1,21 3.

PrzeprowadZmy eksperyment, ktory pomoze nam zrozumieé, w jaki sposdb zaimple-
mentowano mnozenie macierzy w NumPy. W testach wykorzystam funkcje np.dot, ale
jesli skorzystasz z np.matmul lub operatora @, to otrzymasz te same wyniki. Do testéw po-
trzebny nam bedzie zbiér wektoréw i macierzy. Przetestujemy dzialanie funkcji np.dot
na réznych kombinacjach wektoréw i macierzy z tego zbioru i przyjrzymy si¢ wynikom.
Niektére wywolania mogg zwroci¢ biad w przypadku, w ktérym wynik dla danej kom-
binacji argumentow bedzie niezdefiniowany.

Na ponizszym listingu tworzg tablice, wektory i macierze niezbedne do przeprowa-
dzenia testow:

al = np.array([1,2,3])

ar = np.array([[1,2,3]1])

ac = np.array([[1],[2],[311)

bl = np.array([1,2,3])

br = np.array([[1,2,3]])

bc = np.array([[1],[2],[311)

A= np~ar‘ra}’([[1:2,3],[4,5,6],[7,8:9]])
B = np.array([[9,8,7],[6,5,4],[3,2,1]])

Jesli masz w pamieci wyniki z listingu 5.1, to powiniene$ bez problemu ustali¢ ksztalty
zdefiniowanych powyzej obiektow. Na powyzszym listingu zdefiniowalem tez dwie ma-
cierze A oraz B o wymiarach 3x3.

Zdefiniuje tez funkcje pomocnicza, ktora opakuje wywolanie np.dot i przechwyci
ewentualne btedy:

def dot(a,b):
try:
return np.dot(a,b)
except:
return "btad"

Funkcja ta wywoluje np.dot i zwraca stowo b*ad, jesli wywolanie zakonczy si¢ niepo-
wodzeniem. W tabeli 5.1 znajdziesz wyniki dla r6znych kombinacji zdefiniowanych po-
wyzej obiektow.

Tabela 5.1 pokazuje, w jaki sposob NumPy czasami traktuje jednowymiarowe tablice
inaczej niz wektory wierszowe lub kolumnowe. Poréwnaj wynik obliczen dla al,A z wy-
nikami mnozen ar,A i A,ac. Wynik dla A,ac jest tym, ktéry spodziewalibySmy sie zoba-
czy¢ na zajeciach z matematyki, czyli wynikiem lewostronnego mnozenia wektora ko-
lumnowego a. przez A.
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Tabela 5.1. Wyniki zastosowania funkcji np. dot lub np.matmul na argumentach réznego typu

Argumenty Wvynik zastosowania np.dot lub np.matmul

al, bl 14 (skalar)
al, br btad
al, bc [14] (wektor jednoelementowy)
ar, bl [14] (wektor jednoelementowy)
ar, br btad
ar, bc [14] (macierz 1 x 1)
ac, bl btad
1 2 3
ac, br 2 4 6| (lloczyn zewnetrzny)
3 6 9
ac, bc btad
A, al [14 32 50] (wektor trzyelementowy)
A, ar btad
14
A, ac 32
50
al, A [30 36 42] (wektor trzyelementowy)
ar, A [30 36 42] (macierz 1 x 3)
ac, A btad
30 24 18
A, B 84 69 54
138 114 90

Czy istnieje jakas realna réznica pomiedzy np.dot i np.matmul? Pewna réznica jest.
W przypadku jedno- i dwuwymiarowych tablic nie ma zadnych réznic. Funkcje te roz-
nig si¢ od siebie sposobem obstugi tablic o wiecej niz dwdoch wymiarach, ale w tej ksigzce
nie bede poruszat tego zagadnienia. Ponadto w przypadku np.dot jednym z argumentow
moze by¢ skalar. Takie wywolanie powoduje pomnozenie kazdego elementu drugiego
argumentu przez ten skalar. Przekazanie skalara do np.matmul spowoduje natomiast biad.

Iloczyn Kroneckera

Ostatnig formg mnozenia macierzy, ktéra omowie w tej ksigzce, bedzie iloczyn Kroneckera.
W trakcie obliczania iloczynu macierzowego mieszamy ze sobg poszczegdlne elementy
macierzy, mnozgc je przez siebie. W przypadku iloczynu Kroneckera elementy jednej ma-
cierzy mnozymy przez calg drugg macierz, co powoduje, ze wyjSciowa macierz jest wieksza
od obu macierzy wejsciowych. Przy okazji omawiania iloczynu Kroneckera warto wspo-
mnie¢ o macierzach blokowych, czyli macierzach skladajacych si¢ z mniejszych macierzy
nazywanych blokami.

Algebra liniowa 149
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/matdee
https://helion.pl/rt/matdee

Na przyktad dla trzech ponizszych macierzy

1 2 3 11 22 111
A=14 5 6|B=|33 44|C=|222 (5.10)
7 8 9 55 66 333

W nastepujgcy sposob mozemy zdefiniowaé macierz blokowg M:

1 2 3 11 22 111
4 5 6 33 44 222
A B Cl_|7 8 9 55 66 333
B c Al J11 22 111 1 2 3
33 44 222 4 5 6
55 66 333 7 8 9

Kazdy element M jest mniejsza macierzg. Elementy M s3 ulozone jedne obok drugich.

Iloczyn Kroneckera najtatwiej zdefiniowaé za pomocg wizualizacji wykorzystujacej
macierze blokowe. Iloczyn Kroneckera macierzy A i B oznacza si¢ zazwyczaj symbolem
A @ B. Iloczyn ten to

M =

agoB ap1B Aon-1B
a,oB a,B An1B
AQB= . . "
Anm-10B ap_1.1B -+ am_1p1B

gdzie A jest macierza o wymiarach m Xm. Wynikowa macierz jest macierza blokowa ze
wzgledu na obecnos¢ B, a zatem po catkowitym rozpisaniu powyzszej macierzy iloczyn
Kroneckera da w wyniku macierz wigksza od 4 i B. Uwaga, w odr6znieniu od mnozenia
macierzy iloczyn Kroneckera jest zdefiniowany dla macierzy o dowolnych rozmiarach.
Na przyktad iloczyn Kroneckera macierzy A i B z rownania 5.10 to:

r11 22 22 44 33 661
33 44 66 88 99 132
55 66 110 132 165 198

(LB (2B (3)B 44 88 55 110 66 132
AQB=|(4B (5B (6)B|=[132 176 165 220 198 264

(7)B (8)B (9)B| |220 264 275 330 330 396
77 154 88 176 99 198
231 308 264 352 297 396
(385 462 440 528 495 594/

Zauwaz, ze iloczyn Kroneckera oznaczylem symbolem . To pewna konwencja, cho¢
symbol & jest czasami naduzywany i stosuje si¢ go takze do innych celéw. Ja na przyktad
wykorzystatem go w tym rozdziale do oznaczenia iloczynu zewngtrznego dwdch wektorow.
W NumPy do wyznaczenia iloczynu Kroneckera mozesz wykorzysta¢ funkcjg np. kron.
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Podsumowanie

W tym rozdziale przedstawitem skalary, wektory, macierze i tensory, czyli obiekty ma-
tematyczne wykorzystywane w uczeniu glebokim. Nast¢pnie wyjasnitem Ci arytmetyke
tensorow, a w szczegolnosci operacje na wektorach 1 macierzach. Pokazatem Ci, jak wy-
konuje si¢ operacje na tych obiektach zar6wno na papierze, jak i za pomocg NumPy.

Rozdziat ten nie koniczy jednak mojego omowienia algebry liniowej. W nastepnym roz-
dziale zagi¢bimy si¢ w macierze i ich wlasnosci. Przedstawi¢ w nim kilka rzeczy, ktore
warto wiedzie¢ o macierzach, i pokaze Ci, co mozemy z nimi zrobic.
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Skorowidz

A

algebra liniowa, 127, 153, 332
algorytm
metody gradientu prostego, 270, 297,
307,324
propagacji wstecznej, 270
algorytmy optymalizacji, 237
analiza gléwnych sktadowych, PCA, 179

B

bezwtadnosé, 312
biblioteka
Pillow, 248
scikit-learn, 36
btad, 281
standardowy, 100
brakujace dane, missing data, 106
broadcasting, 134

C

centralne twierdzenie graniczne, 77
centroid, 174
CNN, convolutional neural network, 253

D

dane
antagonistyczne, 176
ilorazowe, 91
interwatowe, 90
nominalne, 90
porzadkowe, 90
wejsciowe spoza dziedziny, 176

Kup ksigzke

dopelnienie algebraiczne, 162
dostrajanie hiperparametrow, 310
dylemat Monty’ego Halla, 42
dywergencja Kullbacka-Leiblera, 176

E

ekstremum funkcji, 202, 205
entropia wzgledna, 176

F

funkcja
gesto$ci prawdopodobienstwa, 75
masy prawdopodobienstwa, 69
np.ones, 29
np.zeros, 29
ReLlU, 242
sigmoidalna, 253, 271
straty
znajdowanie minimum, 237
funkcje
aktywacji, 242, 271
hesjany, 228, 235, 237
macierzowe
przyjmujace skalar, 221
maksima, 202, 236
minima, 202, 236
przestepne, 238
skalarne
przyjmujgce macierz, 222, 227
z argumentem wektorowym, 220, 223
wektorowe
przyjmujace wektor, 221, 226
z argumentem skalarnym, 219, 225
znajdowanie pierwiastkow
metoda Newtona, 231
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gradient, 210, 220
obliczanie, 210
wizualizacja, 212

graf obliczeniowy, 292
symbol-na-liczbeg, 293
symbol-na-symbol, 293

granica, 192

H

hesjan, 228, 235, 237
hiperparametr, 309
hipoteza
alternatywna, 117
zerowa, 117
hipotezy
testowanie, 115
histogram, 64, 67

iloczyn
Hadamarda, 134, 283
kartezjanski, 143
Kroneckera, 149
skalarny, 138
wektorowy, 143
wewngetrzny, 138
zewngetrzny, 142

instalowanie Pythona, 24-26

istotnos$¢ statystyczna, 119

J

jadro konwolucji, 254

K

klasyfikator najblizszego centroidu, 174
konwolucja, 254

poprawna, 256

w dwoch wymiarach, 257

w jednym wymiarze, 254
korelacja, 109

krzyzowa, 256

Spearmana, 113
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krok, stride, 258
krzywa Gaussa, 75
kwantyl, 101

L-normy, 170

macierz, 129
blokowa, 149
biedu, 280
diagonalna, 159
gradientu, 223
Hessego, 228, 235
Jacobiego, 228
jednostkowa, 158
jedynek, 157
kowariancji, 171
kwadratowa, 147, 154

obliczanie wyznacznika, 160

nieosobliwa, 164
odwracalna, 164
odwrotna, 164
ortogonalna, 165
osobliwa/singularna, 164
permutacji, 163
rotacji/obrotow, 154
symetryczna, 165
okreslonosé, 166

trojkatna, 159
unitarna, 165
wag, 281
zerowa, 157

macierze
iloczyn Kroneckera, 149
mnozenie, 144
mnozenie w NumPy, 147
notacja macierzowa, 147
potegowanie, 157
rozktad SVD, 183
transpozycja, 155
wartoSci wlasne, 166
wyznaczanie §ladu, 156

Matplotlib, 34

MCG, 317

mediana, 95

bezwzglednych odchylen, MAD, 99
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metoda
Adadelta, 326
Adagrad, 325
gradientu prostego, 270, 297
adaptacyjna, 324
jednowymiarowa, 298
stochastyczna, 308
w dwdch wymiarach, 302
wizualizacja, 300, 304, 305
z pedem, 313, 315
z pojedynczym minimum, 302
z wieloma minimami, 306
Newtona, 231
RMSprop, 324, 325
metody
drugiego rze¢du, 237
optymalizacji, 327
pierwszego rzedu, 237
miary
odlegtosci, 170
zmiennoSci, 97
minipartie, minibatches, 248

N

nachylenie prostej, 190
naiwny klasyfikator Bayesa, 84
norma wektorowa, 170
notacja duzego O, 240
NumPy, 27
definiowanie tablic, 27
mnozenie macierzy, 147
tablice
indeksowanie, 30
odczyt i zapis, 32

0]

ocena wynikow testu, 121
odchylenie standardowe, 98, 100
odleglosé

Czebyszewa, 171

euklidesowa, 171

Mahalanobisa, 174
odwrotna dystrybuanta, 122
opadanie gradientowe, 298
operacje tablicowe, 133
optymalizacja, 237, 327
osadzenie, embeddings, 142
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pakiet
Matplotlib, 34
NumPy, 27
SciPy, 33
paradoks dnia urodzin, 49
percentyl, 101
perceptron wielowarstwowy, 37
ped, 311
Adam, 326
Niestierowa, 321
w dwoch wymiarach, 314
w jednym wymiarze, 312
Pillow, 248
pochodna, 191, Patrz takze reguly
rézniczkowania
funkcji
aktywacji, 242
macierzowej, 221
potegowej, 194
sigmoidalnej, 273
skalarnej, 220-223, 227
statej, 193
trygonometrycznych, 197
wektorowej, 219, 225-228
wyktadniczej, 199
iloczynu, 195
ilorazu, 195
kierunkowa, 212
logarytmu, 199
zlozenia, 196, 198
pochodne
czastkowe, 206, 272
mieszane, 207
reguta fancuchowa, 208
wag, 283
wyrazow wolnych, 283
operacji elementarnych, 241
w macierzowym rachunku
rézniczkowym, 218
pole
skalarne, 210, 220
wektorowe, 210
prawdopodobienstwo, 40, 331
a posteriori, 82
a priori, 82, 83
brzegowe, 55
calkowite, 54
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prawdopodobienstwo
laczne, 55
tabele, 56
regula
dodawania, 47, 48
fafnicuchowa, 60
mnozenia, 47
rozkiad
ciggty, 73
dwumianowy, 68
dyskretny, 64
jednostajny, 64
Poissona, 70
zero-jedynkowy, 70
warunkowe, 52
zdarzenia, 44
prawo wielkich liczb, 80
propagacja wsteczna, 269
biegdu, 281

w sieci w pelni polaczonej, 280

prosta
rownanie, 190
wspolczynnik nachylenia, 190
probka, 40
przedziaty ufnosci, 120
przeksztalcenia afiniczne, 154
przestrzen probek, 40
pseudoodwrotnosc, 183
Moore’a-Penrose’a, 186
punkt
przegiegcia, 202
siodiowy, 202
stacjonarny, 191, 202, 203
Python
implementacja sieci, 285
instalowanie, 24-26
propagacja wsteczna, 274
testowanie modelu, 278
typy danych, 28
uczenie modelu, 278

R

rachunek rézniczkowy, 189, 332
macierzowy, 217

reguta
Bayesa, 81
dodawania, 47, 48
tancuchowa, 195
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dla pochodnych czastkowych, 208
dla prawdopodobienistwa, 60
mnozenia, 47
prawej reki, 143
reguly rézniczkowania, 201
ReL U, recitfied linear unit, 242
rozklad
dwumianowy, 68
Poissona, 70
prawdopodobienstwa, 63
wedlug wartosci osobliwych, SVD, 183
zero-jedynkowy, 70
rozstep miedzykwartylowy, IQR, 105
rozwinigcie
Laplace’a, 162
w szereg Taylora, 238
rOwnania rozniczkowe autonomiczne, 229

S

scikit-learn, 36
SciPy, 33
SGD, stochastic gradient descent, 309
sieci neuronowe
glebokie, 247
konwolucyjne, 247
przeplyw danych, 253, 264
warstwy konwolucyjne, 259
warstwy laczace, 262
warstwy w pelni polaczone, 263
tradycyjne, 246
przeptyw danych, 249
sieczna, 191
silnik ewaluacji grafow, 293
skalar, 128
splot, 254
sprzezenie hermitowskie, 165
statystyka, 89, 331
statystyki podsumowujace, 92
stochastyczna metoda gradientu prostego,
SGD, 309
stopnie swobody, 119
styczna, 191
SVD, singular value decomposition, 183
zastosowania, 185
szereg Taylora, 238
sztuczka z wyrazem wolnym, bias trick, 155
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(V1%

Srednia
arytmetyczna, 93
geometryczna, 93
harmoniczna, 94
srednie odchylenie bezwzgledne, 97

T

tabele krzyzowe, 56
tablice dwuwymiarowe, 29
tensor, 130, 133
TensorFlow, 293
test

dwustronny, 118

t, 118

t Welcha, 119

U Manna-Whitneya, 123
testowanie

hipotez, 115

modelu, 278
twierdzenie Bayesa, 80, 84
tworzenie

sieci neuronowej, 36, 271

wykresow, 34
typy danych, 28

uczenie
glebokie, 333
norma i odlegtosé, 170
pochodne operacji elementarnych, 241
zastosowanie SVD, 185
maszynowe, 170
dane nominalne, 92
twierdzenie Bayesa, 84
modelu, 251, 277, 278
metody z pedem, 315
online, 309
wsadowe, batch training, 289
uktad
licznikowy, numerator layout, 218
mianownikowy, denominator layout, 218

w

wariancja z proby
nieobcigzona, 98
obcigzona, 97
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warstwy
konwolucyjne, 247, 259
Taczace, pooling layer, 262
wartosci
osobliwe, 184
wlasne macierzy, 167
wartos¢
krytyczna, 120
oczekiwana, 110
wasy, whiskers, 105
wektor, 128
jednostkowy, 136
styczny, 220
wierszowy, 147
wektory, 166
diugosé, 136
iloczyn skalarny, 138
iloczyn wektorowy, 143
iloczyn zewngtrzny, 142
rzutowanie, 140
transpozycja, 137
wlasne, 167
wielkos¢ efektu, 121
wielomian charakterystyczny, 168
wspotczynnik
korelacji, 113
Matthewsa, MCC, 94, 317
Pearsona, 109
Spearmana, 113
nachylenia prostej, 192
rozpadu, 324
wykres
3D, 36
pudetkowy, 100, 104, 108

Z

zakres wartosci, 97
zbiér danych
FMNIST, 317
iris, 275
MNIST, 290
zdarzenia, 40
niezalezne, 47
przeciwne, 44
rozlgczne, 47
zmienna losowa
ciagla, 41
dyskretna, 41
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CHCESZ ZROZUMIEC
SIECI NEURONOWE?

ODPOWIEDZI SZUKAJ

W MATEMATYCE!

Uczenie maszynowe niesie ze sobg obietnice niezwyktych
wynalazkéw: od samochoddw autonomicznych po systemy
medyczne diagnozujgce choroby lepiej niz doSwiadczeni leka-
rze, ale takze daje pole do rozwijania dziesigtkéw innych mniej lub
bardziej niepokojgcych innowacji. Dzi$ do budowania systemdw
uczenia maszynowedo moina uiyc wydodnych frameworkdw,
jednak rzeczywiste zrozumienie uczenia gtebokiedo wymada
znajomosci kilku koncepcji matematycznych.

Koncepcje te zostaty przystepnie wyjasnione wtasnie w tej
ksigice. W szczeqdlnosci zapoznasz sie z praktycznymi aspektami
probabilistyki, statystyki, algebry liniowej i rachunku réZnicz-
kowedo. Prezentacji tych zadadnief towarzyszg fragmenty kodu
w Pythonie i praktyczne przyktady zastosowai w uczeniu dgtebo-
kim. Rozpoczniesz od zapoznania sie z podstawami, takimi
jak twierdzenie Bayesa, a nastepnie przejdziesz do bardziej
zaawansowanych zadadnief, w tym uczenia sieci neurono-
wych przy uiyciv wektordw, macierzy i pochodnych. Dwa
ostatnie rozdziaty dadza Ci szanse uZycia nowej wiedzy do zaim-
plementowania propadacji wstecznej i metody dradientu proste-
4o — dwdch podstawowych algorytmow napedzajacych rozwdj

sztucznej inteligencii.
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W ksigzce miedzy innymi:
zapewnienie wiekszej wydajnosci dziatania aplikacji

*  automatyczne skalowanie i mechanizm rdwnowazenia
obcigzenia

= zastosowanie statystyki do zrozumienia danych
i oceny modeli

*  prawidtowe korzystanie z regut prawdopodobienstwa

*  uzycie wektordw i macierzy do przesytania danych
w sieciach neuronowych

*  aldgebra liniowa w analizie gtdwnych sktadowych
i rozktadu wedtud wartosci osobliwych

= dradientowe metody optymalizacji, takie jak RMSprop,
Adagrad i Adadelta

Dr Ronald T. Kneusel zawodowo zajmuje sie uczeniem
maszynowym od 2003 roku. W 2016 roku obronit doktorat z tej
dziedziny na Uniwersytecie Kolorado w Boulder. Jest autorem
kilku ksigzek, w tym Deep learning. Praktyczne wprowadzenie

z zastosowaniem srodowiska Pythona.
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