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RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

Rozwazania matematyczne, z jakimi mieliSmy dotychczas do czynie-
nia, charakteryzuja sie tym, ze w okreslonych warunkach ze spetnie-
nia zestawu zatozen wynikaja jednoznacznie okreslone konsekwencje.
Przyktadowo, jezeli upuscimy z wysokosci 30 m kamien, to potrafimy
obliczy¢, po ilu sekundach spadnie on na ziemie. Widzimy wiec, ze
mozliwe jest opisanie wielu praw i mechanizméw rzadzacych swia-
tem, w ktdrym zyjemy.

Ale czy wszystkich? Préba odpowiedzi na pytanie, jaka szostka liczb
wypadnie w najblizszym losowaniu Duzego Lotka, pokazuje, ze ist-
nieja zjawiska, ktorych zajscie jest kwestia przypadku. W takich sytu-
acjach nie wiemy, jaki bedzie rezultat, ale mozemy sprobowac ocenic,

jaka jest szansa na jego zaistnienie.

W skutecznym rozwigzaniu tego typu probleméw pomocny jest spe-
cjalny dziat matematyki zwany rachunkiem prawdopodobien-
stwa.
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rowna 11 niz 12?

B . . o . — .
wie list do innego stawnega matematyka, Pierre'a de Fermata. List ten s .'...

zachecit Fermata do rozwazan, ktare przyczynily sie do stworzenia teorii ,-:. o2
L o . oy ‘e
dajacej mozliwos¢ obliczania prawdopodobienstwa wygrania w grze - .

w_kosci ‘ : i

1.1. Zliczanie obiektow

¥ Przyktad 1.

Flaga niemiecka sktada sie z trzech paséw poziomych, usta-
wionych od najnizszego do najwyzszego w nastepujacej kolej-
noéci: pas ztoty, pas czerwony, pas czarny. Ustalmy, ile réznych
flag mozna otrzymad, przestawiajac kolejnos¢ tych pasoéw. Za-
uwazmy, ze jezeli do oznaczenia koloréw uzyjemy pierwszych
liter stéw oznaczajacych te kolory w jezyku niemieckim: golden,
rot, schwarz, to wszystkie mozliwe ustawienia beda nastepujace:
&LS S8 8 SLEGLS GELE,S.

Zatem wszystkich mozliwosci, jak fatwo policzy¢, jest 6.

Gdyby liczba paséw byla wieksza, podana metoda bytaby bardzo zmudna. Poniewaz w na-
szych rozwazaniach kolejnos¢ koloréw jest istotna, wiec ustawienia paséw wygodnie jest
zapisywac jako ciagi. Pytamy sie wiec, ile mozna zbudowac trzyelementowych ciggéow
o roznych wyrazach ze zbioru trzyelementowego. Kolor najnizszego pasa mozemy wybra¢
na trzy sposoby. Gdy kolor pierwszego pasa jest juz ustalony, zauwazamy, ze mamy dwie
mozliwosci ustalenia koloru drugiego pasa. Po ustaleniu koloréw dwéch dolnych paséow
kolor trzeciego pasa jest wyznaczony jednoznacznie. A wigc wszystkich takich ustawien

(ciagow) jest 3-2-1=6.
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Wypisz wszystkie mozliwosci i oblicz, ile mozna uszy¢ flag czterokoloro-
wych, o uktadzie barw takim jak na rysunku obok, majac do dyspozycji
tkaniny w czterech kolorach.

Zauwazmy, ze analogiczny schemat rozumowania mozemy zastosowac .
w nastepujacej sytuacji.

3 Przyktad 2.
Obliczmy, ile istnieje liczb czterocyfrowych zbudowanych wytacznie z cyfr 0, 2, 4, 6, 8.

Tak jak w przyktadzie 1., liczbe czterocyfrowa mozemy utozsamic z ciggiem czterowyrazo-
wym, w ktérym na pierwszym miejscu stoi cyfra tysiecy, na drugim cyfra setek, na trzecim
cyfra dziesigtek, a na ostatnim cyfra jednosci. A wiec nasz zliczany obiekt mozemy utozsa-
mic z ciggiem. Pierwszy wyraz tego ciaggu mozemy wybrac na cztery sposoby (cyfra 0 nie
moze sta¢ na pierwszym miejscu). Na pozostatych miejscach moze sta¢ dowolna z 5 cyfr,
czyli wszystkich takich liczb jest n=4-5’ =500.

3 Przyktad 3.
Rzucamy dwa razy symetryczng kostka do gry. Obliczmy, ile jest wszystkich mozliwych
wynikéw takich rzutdw, jezeli uwzglednimy kolejnos¢ otrzymanych wynikéw.

Wypiszmy wszystkie takie wyniki. Mozemy je zapisa¢ jako ciagi dwuelementowe. Pierw-
sza cyfra w nawiasie oznacza wynik pierwszego rzutu, a druga drugiego. Odpowiednich
ciagow jest 36:

(11), (1:2), (13). (14). (15). (1.6)
(21). (22): (23). (2.4). (25): (26)
(31): (32). (33). (34). (35) (6)
(1), (4.2), (3), (4:4). (45). (4.6)
(5:1). (52): (5:3). (5:4). (5:5). (5:6)
(6.1). (6:2): (6:3). (6.4). (6:5), (6:6)

To zadanie mozna rozwiaza¢, nie wypisujac wszystkich mozliwych sytuacji.
Wynikéw pierwszego rzutu jest 6 (moze wypas¢ 1 lub 2, lub 3, lub 4, lub 5, lub 6), drugiego

réwniez 6. Zatem wszystkich wynikéw jest 6-6 = 36.

Ile jest wszystkich mozliwych wynikéw przy trzykrotnym rzucie symetryczng kostka do gry?

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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3 Przyktad 4.
Obliczmy, ile haset sktadajacych sie z czterech znakéw mozna ulozy¢ z liter A, Bicyfr 1, 2,
przy zalozeniu, ze pierwsze dwa znaki to rézne litery, a kolejne dwa znaki to rdzne cyfry.

Dwie litery mozna ustawi¢ na dwa sposoby: AB, BA; dwie cyfry mozemy ustawi¢ takze na
dwa sposoby: 12, 21. Zatem wszystkich ustawien jest 2-2 =4, bo kazda konfiguracja liter
moze by¢ polaczona z kazda konfiguracja cyfr.

Z;me Reguta mnozenia
Jezeli wybdr polega na podjeciu kolejno n decyzji, przy czym pierwsza z nich
mozna podjac na k, sposobow, druga na k, sposoboéw, ..., n-ta na k, sposobow,
to takiego wyboru mozna dokona¢ na k, -k, -...-k, sposobow.

—{ Uwaga }
Analizujac przyktady Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej zliczany obiekt utozsamiamy ze zbiorem.

1. -4, widzimy, ze
jezeli zliczany obiekt | ¢ Przyktad 5.

mozemy utozsamic Obliczmy, na ile sposobéw mozemy wybrac trzy ksigzki ze zbioru dwu-
z ciaggiem, to wygod- dziestu ksigzek.

nie jest zastosowac

regute mnozenia. Zauwazmy, ze kolejno$¢ wybieranych ksigzek jest w tej sytuacji nieistotna.

Nie ma bowiem rdznicy, czy np. najpierw wybierzemy ksigzke X, pézniej
Y, ana koncu Z, czy tez najpierw ksiazke Z, potem X, a na koncu Y. Zbiér
wybranych ksigzek jest ten sam. Rozpatrujemy wigc zbiory trzyelemen-
towe, a nie ciagi trzyelementowe. Oczywiscie zbioréw trzyelementowych
jest mniej niz ciggoéw. Ciagi (X, ¥, 2), (X, Z, Y), (¥, X, 2), (Y, Z, X), (Z, X, Y),
(Z, Y, X) sa utworzone z elementéw jednego zbioru {X, Y, Z}. Poniewaz
trzy elementy pewnego zbioru mozemy ustawi¢ w trzyelementowe ciagi
na 6 sposobow, to liczba trzyelementowych zbioréw jest 6 razy mniejsza
niz liczba trzyelementowych ciggow.

Zatézmy wpierw, ze kolejno$¢ wyboru ksigzek jest istotna. Podobnie jak
w poprzednich przykladach, rozumujemy nastepujaco: pierwsza ksiazke
mozemy wybra¢ na 20 sposobéw, druga na 19 sposobdw, a trzecia na 18
sposobow. Liczba trzyelementowych ciagéw jest réowna 20-19-18 . A wiec

20-19-18
liczba trzyelementowych zbioréw wynosi I 1140.

s

Ze zbioru 20 ksigzek trzy ksigzki mozemy wybra¢ na 1140 sposobow.

> Przyktad 6.
Obliczmy, ile réznych odcinkéw mozna zbudowadé, majac do dyspozycji 15 punktow, z kto-
rych zadne 3 punkty nie lezg na jednej prostej.

Kazdy odcinek mozemy utozsamié ze zbiorem dwuelementowym, skladajacym sie¢ z jego
koncow.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Liczymy najpierw, ile ciaggéw dwuelementowych mozna utworzy¢ z punktéw zbioru piet-
nastoelementowego. Korzystajac z reguty mnozenia, otrzymujemy n =15-14 =210. Ponie-
waz ze zbioru dwuelementowego mozna utworzy¢ dwa ciagi, wiec liczba odcinkdw jest
réownan:2=210:2=105.

Rozpatrzmy teraz ponizsza sytuacje, w ktorej zliczane obiekty sa dwdch rodzajow.

3 Przyktad 7.
Obliczmy, ile mozna utozy¢ haset komputerowych sktadajacych sie z trzech znakow, wiedzac,
ze hasto sklada si¢ badz z trzech réznych liter: A, B, C, badz z trzech réznych cyfr: 1, 2, 3.

Zauwazmy, ze mozliwoéci utozenia hasta z trzech liter, podobnie jak z trzech cyfr, jest 6.
Zatem albo mamy haslo trzyliterowe utozone na 6 sposobow, albo trzycyfrowe ulozone na

6 sposobdw. Wiszystkich mozliwosci jest wiec 6+6 =12.

Reguta dodawania ZWW
Jezeli wybor polega na podjeciu jednej z n wykluczajacych sie wzajemnie moz-

liwosci, przy czym pierwsza z nich mozna podja¢ na k, sposoboéw, druga na

k, sposobow, ..., n-ta na k, sposobow, to takiego wyboru mozna dokona¢ na

k +k, +...+k, sposobow.

Na prezent dla kolezanki mozemy kupi¢ jedna plyte sposrod siedmiu plyt jednego zespolu,
ktéry ona lubi, lub jedna ksiazke sposrdd trzech jej ulubionego autora. Na ile sposobow
mozemy wybra¢ prezent?

3 Przyktad 8.
Obliczmy, ile jest liczb dwucyfrowych, ktére sg mniejsze od 50 lub parzyste.

W tym przypadku nie mozemy stosowac
prostej reguty dodawania, poniewaz nie-
ktore liczby parzyste sa mniejsze od 50 i wy-
bor liczb mniejszych od 50 oraz wybér liczb
parzystych nie s3 wyborami wykluczajg-
cymi si¢ wzajemnie. Mozemy natomiast po-
liczy¢, ile jest liczb dwucyfrowych mniejszych od 50 (jest ich 40), a nastepnie ile jest liczb
parzystych dwucyfrowych wigkszych od 50 badz réwnych 50 (jest ich 25). Te wybory juz
sie wzajemnie wykluczajg. Stosujac regute dodawania, przekonujemy sie, ze liczb dwucy-
frowych, ktore s3 mniejsze od 50 lub parzyste, jest 40 +25=65.

10, 12, 14,
..., 46,48

50, 52, 54,
..., 98

11, 13, 15,...,
45, 47,49

Mozna tez policzy¢, ile jest liczb dwucyfrowych mniejszych od 50 (jest ich 40), ile jest liczb
dwucyfrowych parzystych (jest ich 45) oraz ile jest liczb dwucyfrowych parzystych, ktére
sa mniejsze od 50 (jest ich 20), a nastepnie wykona¢ dziatanie: 40 + 45 —20 = 65.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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o Ile jest wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych pierwsza wspdtrzedna jest liczbg na-
turalng dodatnig mniejsza od 20, a druga jest liczbg naturalng z przedzialu <1 5, 30>?

o Ile jest wszystkich kod6w sktadajacych si¢ z dwoch liczb, z ktdrych pierwsza jest dziel-
nikiem liczby 36, a druga jest dzielnikiem liczby 1002

o Ile jest wszystkich mozliwych kodéw skladajacych si¢ z réznych znakéw, w ktérych
to kodach na poczatku wystepuja trzy cyfry ze zbioru {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, a pozniej
dwie litery ze zbioru {A, B, C, D, E, F}?

o Ile jest wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia polegajacego na czterokrotnym
rzucie monetg?

O oviic
a) ile istnieje liczb trzycyfrowych skladajacych sie z cyfr 0, 1, 2,
b) ile istnieje liczb trzycyfrowych parzystych sktadajacych sie z cyfr 0, 1, 2.

o Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3?

o Uczniowie pierwszej klasy postanowili zakodowa¢ swoje szatki w szatni czterocyfro-
wymi kodami, sktadajacymi sie z cyfr 1, 2, 3, 4. Ile jest mozliwych kodéw, gdy:

a) cyfry nie moga sie powtarzac?

b) cyfry moga sie powtarza¢?

o Stotéwka studencka oferuje na obiad dwie zupy: pomidorowsa i ogorkowa, trzy drugie
dania: pierogi, kotlet mielony i rybe, dwa desery: szarlotke i lody. Student zdecydowat sie

wybra¢ obiad skfadajacy si¢ tylko z dwdch dan: zupy i drugiego dania lub drugiego dania
i deseru. Na ile sposobéw moze ulozy¢ swoj zestaw obiadowy.

o Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce 7 0s6b?
@ Ile jest liczb czterocyfrowych mniejszych od 3000, sktadajacych sie z cyfr 1, 2, 3, 42

@ Z urny zawierajacej kule: bialg, czarng, z61tg i zielong, losujemy trzy kule bez zwra-
cania. Na ile sposobéw mozna dokona¢ takiego losowania, jezeli kolejno$¢ losowania jest
istotna?

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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@ Podczas egzaminu student losuje 3 pytania sposrod 7. Na ile sposobéw moze to zrobic?
@ Na ile sposobéw mozna wybra¢ czteroosobowa delegacje z oémioosobowej grupy?

@ Osiem 0s6b przywitalo sie kazda z kazdg u$ciskiem dloni. Ile byto powitan?

*1.2. Elementy kombinatoryki

W podrozdziale 1.1 obliczalismy z wykorzystaniem elementarnych rozumowan liczbe
obiektow bedacych ciggami lub zbiorami skonczonymi. Odbywato si¢ to metoda facze-
nia w pary, tréjki itd. (uporzadkowane lub nieuporzadkowane) elementéw z ustalonych
zbioréw, tak aby spetnione byty wymagane warunki. Dzial matematyki zajmujacy si¢ tego
typu problemami nazywa sie kombinatoryka. Oferuje ona szereg narzedzi, ktére utatwiajg
(lub w ogodle umozliwiaja) rozwigzywanie zadan opisanego rodzaju o réznym stopniu
komplikacji.

3 Przyktad 1.
Obliczmy, ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko cy-
fry3i4.

Pierwszy element ciagu (cyfre tysiecy danej liczby) mozemy wybra¢ na dwa sposoby, na
drugim miejscu (cyfra setek) tez mozemy umiescic¢ jedng z dwoch cyfr. Tak wiec na dwéch
pierwszych miejscach mozemy umiesci¢ cyfry na 4 sposoby. Na trzecim (cyfra dziesiatek)
i czwartym (cyfra jednosci) miejscu mozemy réwniez umiescic¢ cyfry 3 lub 4. A wigc liczba
wszystkich mozliwo$ci wynosi 2:2-2-2=2"=16.

Tlumaczac to zagadnienie na jezyk matematyki, pytamy, ile ciagdw czte-

rowyrazowych mozemy zbudowa¢ ze zbioru dwuelementowego, jezeliele- —{Uwaga }
menty mogga si¢ powtarzac. Ciag k-wyrazowy to
funkcja o dziedzinie

{1.2,....k}.

Kazdy taki czterowyrazowy ciag utworzony z cyfr 3 i 4, w ktérym elementy
moga si¢ powtarzac, nazywamy czterowyrazowa wariacja z powtdrzeniami
zbioru dwuelementowego {3,4}.

Na kolejnych stronach liczbe wszystkich k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru
n-elementowego bedziemy oznaczaé symbolem W*.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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o . . ) . sw (K <)

w ten spos6b, ze:
o ) . ;

Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktdrych zapisie moga wystepowac tylko cy-
fry1,213?

3 Przyktad 2.
Dany jest zbior Z sktadajacy sie z liczb 5,6,7,8,9, czyli Z = {5, 6,7, 8,9}.

Poniewaz mozemy utworzy¢ pie¢ jednowyrazowych ciagéw z elementdw zbioru Z, wigc
mamy pie¢ jednowyrazowych wariacji z powtérzeniami. Sg nimi jednowyrazowe ciagi (5),
(6): (7), (8), (9)- Zatem W, =5.

Dopisujac w powyzszych wariacjach na drugim miejscu kolejno elementy zbioru Z, otrzy-
mamy dwuwyrazowe wariacje z powtérzeniami zbioru Z:

Zatem W, =5-W,} =5.5=5",

Dalej wezmy dwuwyrazowe wariacje z powtdrzeniami zaczynajace si¢ od liczby 5 i do-
piszmy na trzecim miejscu kolejno elementy zbioru Z, otrzymujac trzyelementowe wa-
riacje zbioru Z:

(5.5.5), (55.6), (557), (55.8), (55.9),
(5.6,5), (5.6,6), (5.6,7), (5.6,8), (5,6,9),
(5.7,5), (57,6, (57.7), (5.7,8), (5.7,9),
(5.8,5), (5.8,6), (5.8,7), (5.8.8), (5.8.9),
Kup ksi%il%es)’ (5:9:6). (5.9.7). (5.9.8). (5.9.9). Pole¢ ksiazke
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Postepujac analogicznie z pozostatymi dwuwyrazowymi wariacjami, dochodzimy do wnio-
sku, ze W) =5-W} =55 =5,

Nastepnie, biorgc trzywyrazowe wariacje z powtdrzeniami i dopisujac na czwartym miej-
scu kolejno elementy zbioru Z, otrzymujemy czteroelementowe wariacje z powtérzeniami
zbioru Z.

Rozumujgc tak jak wyzej, mamy W,' =5-W. =5.5’ =5",

7 . .
Liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru n elemento- tweerdzence
wego wyraza sie wzorem Wnk =n".

Wszystkie k-elementowe ciggi opisane w powyzszym twierdzeniu mozemy  —{ uwaga }
zliczy¢, stosujac regule mnozenia. Poniewaz kolejne wyrazy ciagu mozna wy-

. L o Zauwazmy, ze kazda
braé na n sposobow, wiec ich liczba wyraza siewzorem W' =n-n-n-...-n=n" v
-

wariacja n-elemen-

fr towa jest funkcja
3 Przyktad 3. okre$lona na zbio-
Obliczmy, ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych, w ktdérych zapisie wyste-  rze liczb naturalnych
puja tylko cyfry 1, 2, 3, 4, 5 i zadna z cyfr si¢ nie powtarza. {1, 2,..., n}.

Zauwazmy, ze pierwsza cyfre mozemy wybra¢ na 5 sposobdw, a drugg na
4 sposoby. Zgodnie z reguta mnozenia otrzymujemy 5-4 = 20. S3 to naste-
pujace liczby:

12,13, 14, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54.

Stosujac jezyk matematyki, pytamy, ile ciggéw dwuwyrazowych mozemy zbudowac, uzy-
wajac roznych elementdw zbioru {1, 2,3,4, 5}.

Kazdy taki dwuwyrazowy ciag utworzony z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, w ktérym wyrazy nie powta-
rzaja si¢, nazywamy dwuwyrazowa wariacja bez powtérzen zbioru {1, 2,3,4, 5}.

Dalej liczbe k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego bedziemy
oznacza¢ symbolem V.

Ile jest wszystkich liczb pieciocyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowac tylko cyfry
1,2,3,4,5,6,7,8,9izadna cyfra si¢ nie powtarza?

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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3 Przyktad 4.
Dany jest zbior Z skladajacy sie z liczb 5, 6,7, 8, 9, czyli Z = {5, 6,7, 8,9}.

Mamy pie¢ jednowyrazowych wariacji bez powtérzen, sa nimi jednowyrazowe ciagi
(5). (6)- (7). (8). (9).
wiec V. =5.

Dopisujac w powyzszych wariacjach na drugim miejscu kolejno elementy zbioru Z nie-
wystepujace w tej wariacji, otrzymamy dwuwyrazowe wariacje bez powtdrzen zbioru Z:

Dalej wezmy dwuwyrazowe wariacje bez powtoérzen i dopiszmy na trzecim miejscu ko-
lejno elementy zbioru Z niewystepujace w tej wariacji. Otrzymamy trzyelementowe wa-
riacje bez powtorzen zbioru Z.

(5.6,7), (568), (56,9),
(5.7,6), (5.7,8), (5.7,9),
(5.8.6), (58,7), (58,9),
(59.6), (597), (598).

Postepujac analogicznie z pozostalymi dwuwyrazowymi wariacjami, dochodzimy do wnio-
sku, ze V' =3-V} =3-4.5.

Nastepnie do trzywyrazowych wariacji z powtdrzeniami dopiszemy na czwartym miejscu
kolejno elementy zbioru Z. Otrzymamy czteroelementowe wariacje bez powtérzen zbioru Z.

W wyniku otrzymujemy V: = 2-V53 =2-3-4.5.

Twicrdizene Liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego,
gdzie k,ne N, oraz k <n, wyraza si¢ wzorem V\ =n(n—1)(n—2)...(n—k+1).

Twierdzenie mozna udowodni¢ za pomocg indukcji matematyczne;j.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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W2zdr ten mozna zapisa¢ w innej postaci. W tym celu wprowadzmy nastepujaca definicje:

—t Stad wzér wyznaczajacy liczbe wariacji z powtérzeniami mozemy przeksztalci¢ na-
stepujaco:

Vnk =n(n—1)(n—2)...(n_k+1)= n!

(n—k)!'

sposah, ze:
o . . . .

W dalszej czesci rozdziatu liczbe permutacji zbioru n-elementowego ozna-  —{Uwaga }

czamy symbolem P, . Zauwazmy, ze per-
mutacja zbioru
3 Przyktad 5. n-elementowego jest
Obliczmy, ile liczb czterocyfrowych, o réznych cyfrach, mozna utworzy¢ n-wyrazowa wariacja
zcyfr1,2,3, 4. bez powtdrzen tego
zbioru.

Mamy wiec V,'! =4-3-2-1=4!=P,.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rtowna P, =n!. /Zmaézww
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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—{ Uwaga }

Zauwazmy, ze za-
gadnienie oblicza-
nia liczby wariagji

i permutacji pokrywa
sie z zagadnieniem
obliczania liczby wy-
borow kolejnych de-
cyzji oméwionym

w poprzednim roz-
dziale. Mozemy wiec
zamiast podanych
wzoréw stosowac
regute mnozenia.

—{ Uwaga }

W kombinacjach ko-
lejnos¢ elementow

nie jest istotna. Pod-
zbiory {1,2} i {2,1}
sg tymi samymi pod-
zbiorami sktadaja-

cymi sie z liczb 1i 2.

Na ile sposobéw mozna poprzestawia¢ 10 0séb stojacych w kolejce po bilety?

Y Przyktad 6.

W czasie egzaminu student losuje trzy pytania ze zbioru 60 pytan i odpo-
wiada na nie w dowolnej kolejnosci. Chcemy obliczy¢, na ile sposobow
student moze wylosowa¢ pytania.

Uzywajac terminéw matematycznych, pytamy, ile zbioréw trzyelemento-
wych mozemy utworzy¢ ze zbioru 60-elementowego. Zauwazmy, ze tutaj
kolejnos¢ losowania pytan nie odgrywa roli i pytania nie powtarzajg sie,
wiec otrzymujemy trzyelementowe podzbiory zbioru wszystkich pytan.

W dalszej czesci ksigzki liczbe k-elementowych kombinacji n-elementowego

zbioru bedziemy oznaczaé symbolem C'.

Do obliczenia liczby k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego wygodnie jest
uzywac symbolu Newtona.

n !
Niech k i n beda liczbami naturalnymi takimi, Ze k < n. Wéwczas ( J = #
) !
Wyrazenie [ k] nazywamy symbolem Newtona.

3 Przyktad 7.

7 7!
2] 2L51
5 |

_8 1
0] o5 1

Kup ksigzke

—=21 Uwaga }

k n—k)

6-7

2

n}=n(n—l)...(n—k+1).

. ., . [n
Mozna zauwazy¢, ze =1 oraz
(Oj [k 1-2-...-k

Pole¢ ksigzke
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7. .
Jezeli k,ne N oraz k <n, to liczba wszystkich k-elementowych kombinacji tweerdizence
zbioru n-elementowego jest réwna:

o :@

3 Przyktad 8.
Obliczmy, na ile sposobéw mozemy wybraé trzy karty z talii licza-
cej 52 karty. Najpierw zauwazamy, ze kolejnos¢ wyboru kart nie jest
istotna. Do opisu takiej sytuacji nie mozemy wiec uzywac ciagdw, lecz
zbioréw. Powstaje pytanie, ile istnieje trzyelementowych podzbioréw
zbioru 52-elementowego. Kazdy trzyelementowy zbidr jest trzyele-

520 50-51-52

= = =22100.
31-49! 6

52
mentowa kombinacja, czyli C., =( 3 ]

3 Przyktad 9.
Zestaw pytan na egzamin z matematyki zawiera 20 pytan z geometrii, 30 pytan z algebry
i10 pytan z rachunku prawdopodobienistwa. Obliczmy, na ile sposobow student moze wy-
losowac¢ trzy pytania tak, by byty tam dwa pytania z algebry i jedno z geometrii lub trzy
pytania z algebry.

Trzy pytania z algebry stanowia trzyelementowy podzbidr zbioru 30-elementowego.

=4060. Alternatywnie dwa pytania

30 30! 28-29-30
Takich wyboréw jest C3, =[ ] =

3) 31271 6

30! 20! 29-30

= . = -20=8700
21-28! 119! 2

30) (20
zalgebryijedno z geometrii wybieramy na ( 5 j[ ) ]

sposobow. Razem szukanych wybordw jest n =4060+8700 =12760.

Ile meczéw rozegra 12 druzyn, grajac jednokrotnie systemem ,,kazdy z kazdym” jeden mecz?

—b Zauwazmy, ze zagadnienie obliczania liczby kombinacji pokrywa si¢ —{Uwaga }
z zagadnieniem obliczania liczby k-elementowych podzbioréw zbioru 74 sbioru n-elemen-
n-elementowego omowionym w poprzednim rozdziale. Mozemy wiec towego mozemy

zamiast podanych wzoréw stosowaé metode tam opisang. o
wybrac pod-
k
zbioréw k-elemen-
towych.
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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o Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuja cyfry 7 i 22

o Oblicz, ile jest wszystkich:

a) liczb czterocyfrowych,

b) liczb dwucyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach,
¢) liczb trzycyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach,
d) liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach.

o Oblicz, ile jest podzbioréw zbioru n-elementowego.

o Na szczyt pewnej gory wiedzie pie¢ szlakow. Na ile sposobéw mozna wejsé
i zej$¢ z gory, jesli:

a) mozemy wraca¢ tym samym szlakiem?

b) nie mozemy wraca¢ tym samym szlakiem?

o Na ile sposobow 10 0s6b moze wysiaé¢ z tramwaju, ktory zatrzymuje sie
na 5 przystankach?

e Na ile sposob6éw 7 0s6b moze wysias¢ z windy, ktora zatrzymuje si¢ na 20 pietrach?

o Sa dwa rodzaje skrzynek pocztowych: czerwone i niebieskie. Na ile sposo-
béw mozna wrzuci¢ do nich 10 listow?

o Na zawodach w gimnastyce artystycznej sedziuje 6 sedziow. Kazdy sedzia
wystawia zawodnikowi not¢ od 0 do 10, z doktadnoscia do 0,1 punktu. Oblicz,
ile réznych werdyktow (wynikéw w punktach) moze wyda¢ cala szesciooso-
bowa komisja.

o W turnieju pitkarskim bierze udzial 8 druzyn. Turniej odbywa si¢ systemem , kazdy
z kazdym”. Kazda gra moze sie skonczy¢ dla danej druzyny wygrana, remisem badz po-
razka. Ile jest roznych mozliwych wynikow turnieju, jesli przyjmiemy, ze ,wynik turnieju”
to ostateczny zapis w tabeli spotkan?

@ Ile liczb szesciocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach mozna utworzy¢ z cyfr 0,
1,2, 3,4, 5, wktérych na miejscu jednosci jest cyfra 3 lub 4?

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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@ Ile mozna utworzy¢ dziewigciocyfrowych numeréw telefonicznych, w ktérych zadna
cyfra sie nie powtdrzy, przy zalozeniu, ze numer nie moze zaczynac si¢ od 0?

@ Rozstrzygnij, przyjmujac, ze alfabet sktada sie z 24 liter, czy wsrod 600 os6b musza sie
znalez¢ dwie, ktére majg takie same dwuliterowe inicjaty.

@ Ustaw w kolejnosci od najwiekszej do najmniejszej: W;, W, V..
@ Na ile sposobdéw mozna ustawi¢ 12 0s6b w kolejce?

@ Na ile sposobéw mozna ustawi¢ 4 chlopcéw i 2 dziewczynki w kolejce, tak aby dziew-
czynki nie staly obok siebie?

@ Uktadajac kule z narysowanymi na nich cyframi 3, 4, 5, 6, 7, mozna utworzy¢ rozne
liczby pieciocyfrowe. Ile jest liczb wiekszych od 70 000?

Q W grupie sze$cioosobowej sg trzy siostry. Na ile sposobéw mozna ustawié te osoby,
tak aby siostry staty obok siebie?

@ Na ile sposobéw mozna wybracé trzyosobowa delegacje z 30-osobowej klasy?

@ Grupa studencka liczy 20 oséb, w tym 8 kobiet. Na ile sposobéw mozna wybrac czte-
roosobowa delegacje skladajaca si¢ z:

a) 2 mezczyzn i 2 kobiet?  b) 1 mezczyzny i 3 kobiet?

@ Ile mozna wyznaczy¢ odcinkéw, jesli kazdy odcinek ma konce w wierzchotkach os-
miokata wypuklego?

@ Na ile sposobéw mozna wybrac 6 liczb sposrod 49?

@ W turnieju szachowym, w ktérym kazdy zawodnik gra z kazdym jeden raz,
rozegrano 21 partii. Ilu szachistow bralto udzial w turnieju?

@ Na ile sposobéw mozna rozmie$ci¢ m rozréznialnych kul w m ponumerowanych ur-
nach, tak aby co najmniej jedna urna byla pusta?

o

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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1.3. Zdarzenia losowe

3 Przyktad 1.
a) W wyniku rzutu moneta moze wypas¢ orzet (O) lub reszka (R),
ale nie jeste$Smy w stanie przewidzie¢, ktéry z wynikéw wypadnie
w konkretnym rzucie.
b) Rzucajac kostka do gry, mozna otrzymac rézna liczbe oczek. Tu
takze nie wiemy, ktory z wynikéw wypadnie w konkretnym rzucie.

Opisane powyzej doswiadczenia charakteryzuja sie tym, ze mozemy

je wielokrotnie powtarza¢, znamy zbi6ér mozliwych wynikéw tych do-

$wiadczen, ale nie mozemy przewidzie¢ konkretnego wyniku. Takie doswiadczenia nazy-
wamy do$wiadczeniami losowymi.

W przykladzie 1a przestrzen zdarzen elementarnych sktada si¢ z dwoch wynikow: wy-
padl orzel, wypadta reszka, co zapisujemy symbolicznie Q = {O, R} . W przykladzie 1b
Q={1,2,3,4,5,6}.

3 Przyktad 2.

Dos$wiadczenie losowe Zdarzenia elementarne
Rzut moneta O,R
Trzykrotny rzut monetg (0, 0,0); (0,0, R); (O, R 0); (R, O, 0); (R, R, O);

Zapis (O, O, R) oznacza wy- | (R, O, R); (O, R, R); (R, R, R)
nik doswiadczenia, w ktérym
w dwoch pierwszych rzutach
otrzymali$émy orla, a w trzecim
rzucie reszke.

Dwukrotny rzut kostka (1, 1); (1,2); (1, 3); (1, 4); (1, 5); (1, 6);
Zapis (2, 3) oznacza wynik do- | (2, 1); (2,2); (2,3); (2,4); (2,5); (2, 6);
$wiadczenia, w ktérym w pierw- | (3, 1); (3, 2); (3, 3); (3, 4); (3, 5); (3, 6);
szym rzucie otrzymalismy dwa | (4, 1); (4, 2); (4, 3); (4, 4); (4, 5); (4, 6);
oczka, a w drugim rzucie trzy | (5, 1); (5, 2); (5, 3); (5, 4); (5, 5); (5, 6);
oczka. (6, 1); (6,2); (6, 3); (6, 4); (6, 5); (6, 6).

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne przy jednoczesnym jednokrotnym rzucie mo-
netg i kostka.

% Przyktad 3. ————
Losujemy dwie karty z talii zawierajacej 52 karty. Talia kart sktada sie z 52 kart
do gry. Wsréd nich znajduja
Zdarzenie ,wylosowano dwie dwdjki kier” jest zdarzeniem nie- sie 4 kolory po 13 kart, s3 to:
mozliwym. pik, kier, karo, trefl.

W kazdym kolorze sa karty
ponumerowane od 2 do 10,
zwane blotkami, i figury: wa-
let, dama, krél i as.

Zdarzenie ,,jedna z wylosowanych kart jest kierem lub pikiem, lub
treflem, lub karem” jest zdarzeniem pewnym.

Zdarzenia ,wylosowanie dwdjki i tréjki” i ,wylosowanie dwdch
asOw” sa zdarzeniami wykluczajacymi sie.

Zdarzenie ,wylosowano krdla kier i kréla karo” pociaga za soba
zdarzenie ,wylosowano dwa krole”

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia ,,co najmniej jedna z wylo-
sowanych kart jest krolem” jest zdarzenie ,,zadna z wylosowanych
dwoch kart nie jest krolem”.

Kup ksiazke ~ Pole¢ ksiazke
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Z urny zawierajacej trzy kule oznaczone
numerami 2, 4, 6 losujemy kolejno trzy

kule. Zapisane w kolejnosci losowania nu-

mery kul tworzg liczbe trzycyfrowa. Podaj Mwmmwm
przestrzen zdarzen elementarnych, jesli: ~zdarzen losowych jest 2" (patrz zada-

a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny;
b) wylosowang kule zwracamy do urny.

0 Rzucamy dwa razy kostka do gry. Wypisz wyniki sprzyjajace ponizszym zdarzeniom.

a) Suma oczek jest rOwna co najmniej 5.
b) Suma oczek jest rdbwna co najwyzej 9.
¢) loczyn oczek jest liczbg parzysta.

o Rzucamy jednocze$nie moneta i kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace ponizszym zda-
rzeniom.

a) Wypadta liczba parzysta.
b) Wypadt orzel.
¢) Wypadly reszka i parzysta liczba oczek.

o Sposréd liczb {—3, -2,-1,1,2, 3} losujemy ze zwracaniem dwie z nich i otrzymang pare
wynikow traktujemy jako wspotrzedne punktu w ukladzie wspétrzednych. Wypisz wyniki
sprzyjajace zdarzeniu, w ktérym punkt znajduje si¢ w II ¢wiartce uktadu wspoélrzednych.

o Z urny, w ktoérej znajduje sie szes¢ kul ponumerowanych od 1 do 6, wylosowano ko-
lejno dwie z nich bez zwracania. Wypisz wyniki sprzyjajace ponizszym zdarzeniom.

a) Za pierwszym razem wylosowano liczbe parzysta.
b) Iloczyn wylosowanych liczb jest réwny 2.
¢) Pierwsza wylosowana liczba jest wigksza od drugiej.

° Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, w ktérym przy czterokrotnym
rzucie monetg wyrzucono doktadnie jeden raz orla.

o Rzucamy jednoczesnie trzema monetami o nominalach 1z, 2 z1, 5 zt. Wypisz wszyst-
kie mozliwe zdarzenia elementarne.

o Ze zbioru liczb od 1 do 8 losujemy kolejno bez zwracania dwie z nich. Zapisz zbi6r
zdarzen elementarnych polegajacych na tym, ze iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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0 W urnie znajdujg si¢ kule: biata, czarna i zielona. Losujemy kolejno bez zwracania
trzy kule. Zapisz zbidr zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu, w ktérym wylo-
sowano kule czarng za drugim razem.

o Rzucono dwukrotnie symetryczna kostka do gry. Wypisz zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu przeciwnemu do zdarzenia, w ktérym wyrzucono co najmniej raz
nieparzystg liczbe oczek.

@ Do celu oddano cztery strzaly, z ktérych co najmniej jeden byt celny. Niech A, ozna-
cza zdarzenie losowe polegajace na trafieniu do celu w i-tym strzale (i =1,2,3, 4). Zapisz
za pomocy dzialan na zdarzeniach A, zdarzenie przeciwne do zdarzenia ,trafiono do celu
za pierwszym badz drugim razem”

@ Ze zbioru liczb {1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} losowo wybrano jedng. Oznaczmy zda-
rzenia: A — wybrano liczbe nieparzysta, B— wybrano liczbe podzielna przez 3, C — wy-
brano liczbe parzysta. Okredl, ktére ze zdarzen wykluczajg si¢ wzajemnie.

Q Z urny, w ktdrej znajduja sie kule: biata, zielona, czarna, losujemy kolejno trzy kule,
zwracajac po kazdym losowaniu kule do urny. Oznaczmy zdarzenia: A — wylosowano co
najmniej raz kule biala, B — wylosowano doktadnie raz kule zielona, C — za kazdym ra-
zem wylosowano kule biala. Okresl, ktore zdarzenia wykluczaja sie.

1.4. Prawdopodobienstwo klasyczne

Wiemy juz, ze nie da sie przewidzie¢ jednoznacznie, czy w przeprowadzonym jednokrotnie

doswiadczeniu losowym wystapi dane zdarzenie. Jednak niektore zdarzenia zachodza czes-

ciej niz inne. W XVIII wieku francuski filozof G.L. Buffon rzucit moneta 4040 razy i stwierdzit,

ze w 2048 rzutach otrzymat orta. Czesto$¢ wzgledna wystapienia tego zdarzenia wyniosta

2048
4040
wiednio: 0,5016, 0,5005, 0,5027. Gdy wykonamy dtuga serie rzutéw kostka, to zauwazymy,

~ 0,5069. Pdzniej inni naukowcy podjeli podobne préby i otrzymali czestosci, odpo-

ze czesto$c¢ zdarzenia A (wypadniecie nieparzystej liczby oczek) zbliza sie do 5 natomiast

czestos$¢ zdarzenia B (wyrzucenie 6 oczek) zbliza sie do é . Stwierdzamy wiec, ze zdarzenie

A zachodzi czesciej niz zdarzenie B. Méwimy wtedy, ze zdarzenie A jest bardziej prawdopo-

dobne niz zdarzenie B. Ten sposdb oszacowania szansy wystapienia jakiego$ zdarzenia jest

bardzo zmudny i niedoskonaty, stad wprowadzenie jego modyfikacji w postaci klasycznej

definicji prawdopodobienstwa. Prawdopodobienstwo jest tu teoretycznym odpowiednikiem

czestosci wzglednej.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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—{ Uwaga }

Zbior wszystkich zdarzen elemen-
tarnych oznaczamy symbolem Q,
liczbe elementéw w tym zbiorze

symbolem |Q| natomiast liczbe
zdarzen elementarnych w zbiorze

A symbolem |A|

Jesdli rzucamy symetryczng moneta, to otrzymanie kazdego
wyniku jest jednakowo mozliwe. Podobna sytuacja jest przy
rzucie symetryczng kostka czy losowaniu karty z talii kart.

W dalszej czesci rozwazan bedziemy zawsze zakladali, ze prze-
strzen zdarzen elementarnych jest zbiorem niepustym i sklada
sie ze skonczonej liczby zdarzen elementarnych jednakowo

mozliwych.

3 Przyktad 1.

Obliczmy prawdopodobienstwo otrzymania liczby oczek wigkszej od 2 przy jednokrot-

nym rzucie kostka.

Wypiszmy elementy przestrzeni zdarzen elementarnych Q= {1, 2,3,4,5, 6} oraz zdarzenia
sprzyjajace zdarzeniu A, w ktorym wypadla liczba oczek wigksza niz 2, tj. A = {3, 4,5, 6}.

Zatem:

4 2
P(A)=—=—.
(4)=2=3

Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej jednego orta przy trzykrotnym

rzucie moneta.

Kup ksigzke
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D Dowdd punktéw 1. i 2. wynika wprost z definicji prawdopodobienistwa i zostawiamy
go Czytelnikowi (zadania 4, 5).

Dowéd punktu 3. Niech Q| =n, |A| =k, wéwczas |A'| =n —k. Z definicji prawdopo-

dobienstwa wynika, ze P(A") = Bl =1—E =1-P(A).
n n

Dowod punktu 4. Niech |Q| =n, |A| =k, |B| =1. Poniewaz zdarzenia A i B wykluczaja

sie, wiec zbiory A i B sa rozlaczne, wowczas |A UBl = |A| U|B| =k +1. Mamy wiec

P(AuB)=ﬂ=E+
non

L _p(ay+p(B).

n

3 Przyktad 2.
Obliczmy prawdopodobienstwo zdarzenia A, w ktérym przy dziesigciokrotnym rzucie
monetg wypadl co najmniej jeden raz orzel.

Zauwazmy, ze wszystkich mozliwych zdarzen jest |Q| =2'" =1024. Do$¢ klopotliwe jest
wyliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych rozwazanemu zdarzeniu i dlatego rozpatrzmy zda-
rzenie przeciwne A’ (w dziesieciu rzutach monetg ani razu nie wypadt orzet). Zauwazmy;,
1
se A'={(R R, R,R, R, R, R, R, R, R)}, zatem |A'| =1, a stad P(A")= g £ whasnosi 3
1 1023

ika wiec, ze P(A)=1-P(A")=1-——=—.
wynika wigc, ze P(A)=1-P(A")=1 1024 1024

o Rzucamy jednocze$nie dwiema symetrycznymi kostkami do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwa nastepujacych zdarzen:

a) A — suma wyrzuconych oczek wynosi 1.
b) B — suma oczek na obu kostkach jest mniejsza od 20.
¢) C — suma oczek na obu kostkach wynosi co najwyzej 8.

Q Rzucamy czterema monetami o nominalach: 10 gr, 20 gr, 50 gr, 1 zt. Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzen:

a) A — wypadlo tyle samo ortdw, co reszek.
b) B — wypad! co najmniej jeden orzet.
¢) C — wypadly same reszki.

o Z talii 52 kart losujemy jedna karte. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

a) A — wylosowano dame. b) B — wylosowano kier.

¢) C — wylosowano siédemke pik.  d) D — wylosowano krdla lub asa.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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o Uzasadnij twierdzenie, ze prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego wynosi 1, a zda-
rzenia niemozliwego 0.

° Uzasadnij twierdzenie, ze prawdopodobienistwo dowolnego zdarzenia jest liczba
z przedziatu <0, 1> .

o Rzucamy trzykrotnie moneta pieciozlotowg. Oblicz prawdopodobienstwo poniz-
szych zdarzen.

a) A — wypadt co najmniej jeden orzel.
b) B — wypadta co najwyzej jedna reszka.
¢) C — wypadly dokladnie dwa orly.

d) D — wypadly same reszKki.

° Z urny zawierajacej 9 kul czarnych i 4 biate losujemy jednocze$nie trzy kule. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wiréd wylosowanych kul beda:

a) A — 3 kule czarne.
b) B — dwie kule biate i jedna czarna.
¢) C — jedna kula biala i dwie czarne.

o W trzydziestoosobowej klasie, w ktorej jest 12 dziewczat, wylosowano 4 osoby, ktore
otrzymaly bilety do teatru. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wérdéd wylosowanych
0s6b potowe stanowia chtopcy.

o Piotr i Agata postanowili zagra¢ w gre losowa polegajaca na tym, ze Piotr rzuca dwa
razy monetg. Jesli cho¢ raz wypadnie orzel, to wygrywa Agata, a je$li ani razu, to wygrywa
Piotr. Oblicz prawdopodobienstwo zwyciestwa kazdego z nich.

@ Z talii 52 kart wyciggnieto dwie karty. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
dwdch kroli.

@ Test z matematyki sklada sie z 10 pytan jednokrotnej odpowiedzi a) lub b). Test zali-
czymy, gdy poprawnie odpowiemy na co najmniej 6 pytan. Oblicz prawdopodobienstwo
zaliczenia testu, gdy wszystkie odpowiedzi zaznaczamy systemem chybit trafit.

@ Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia jednakowej liczby oczek przy rzucie trzema
kostkami do gry.

@ Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia fula przy rzucie pigcioma kostkami do gry
w kosci, wiedzac, ze fulem nazywamy wyrzucenie na dwoch kostkach a oczek, na kazdej
z trzech pozostalych b oczek, przy czym a #b.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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@ Rzucamy 9 razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynajmniej dwa razy
wyrzucimy reszke.

@ Ze zbioru czterech cyfr {1, 2,3, 4} wylosowano bez zwracania trzy cyfry i utworzono
z nich liczbe trzycyfrowa, ustawiajac je w kolejnosci losowania. Jakie jest prawdopodobien-
stwo utworzenia liczby wigkszej od 300?

@ Ustawiono w ciag # kul oznaczonych liczbami 1, 2, ..., n. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia, w ktorym kule 4 i 5 znajda si¢ obok siebie.

*1.5. Wtasnosci prawdopodobienstwa

7. .
Niech Q bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych i A< Bc Q. Wowczas lwierdzene
P(A)<P(B).

D Jezeli Ac Bc Q, to |A| < |B|, czyli :%' S%, stad P(A) < P(B).

7. :
Niech Q bedzie przestrzenig zdarzen elementarnychi A, A,, ..., A, € Q. Jezeli twierdlzende
zdarzenia losowe A, A,, ..., A, wykluczajg sie parami, to prawdopodobienstwo

sumy tych zdarzen réwne jest sumie ich prawdopodobienstw:

P(A,UA,U...UA )=P(A)+P(A,)+...+P(4,).

Twierdzenie to zostalo udowodnione w poprzednim rozdziale dla dwdch zbioréw.

Latwy dowdd tego twierdzenia dla n zbioréw pozostawiamy czytelnikowi do samodziel-
nego rozpatrzenia.

3 Przyktad 1.
W urnie znajduje sie 5 kul biato-czerwonych, 2 kule bialo-czarne, 4 kule czerwono-czarne
i 3 kule czerwone. Wprowadzmy oznaczenia zdarzen:

A — wylosowano kule dwukolorows;

B, — wylosowano kule b?alo-czerwonq;
B, — wylosowano kulg biato-czarng;

B, — wylosowano kule czerwono-czarng;
B, — wylosowano kule czerwong.

Mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania kuli dwukolorowej:

P&A)k:.P. B, UB, uBS):P(Bl)+P(BZ)+P(B3):i+i+i:£. o
Kup‘ksigzke 14 14 14 14 Pole¢ ksigzke
Matematyka
: Europejczyka

*1.5. Wtasnosci prawdopodobienstwa «— 31



http://helion.pl/rt/mepod3
http://helion.pl/rf/mepod3

twecrdlzente

Niech Q bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych i A, B < Q). Wéwczas
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Prawdopodobienstwo sumy dwdch zdarzen jest réwne sumie prawdopodo-
bienstw tych zdarzen pomniejszonej o prawdopodobienstwo ich iloczynu.

D Poniewaz zdarzenia losowe sg zbiorami, w dowodzie bedziemy stosowaé pewne prawa
rachunku zbioréw.

Zauwazmy,ze AUB=AU (B \ A) oraz ze zbiory A i B\ A sa rozlaczne (czyli zdarzenia
A iB\ A wykluczajg sie).

Takze B = (A N B) V) (B \ A) oraz zbiory AN B i B\ A sa roztaczne (czyli odpowied-
nie zdarzenia wykluczajg sie).

Z whasnosci prawdopodobieristwa wynika wiec, ze

(1) P(AUB)=P(A)+P(B\A) oraz P(B)=P(AnB)+P(B\A),

czyli

(2) P(B\A)=P(B)-P(ANB).

Podstawiajac (2) do (1), otrzymujemy P(A U B)=P(A)+P(B)-P(ANB).
3 Przyktad 2.

Z talii 52 kart wyciagnieto jedna karte. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest ona kro-
lem lub treflem.

Oznaczmy zdarzenia: A — wyciagnieta karta jest krolem, B — wyciagnieta karta jest tre-
flem. Mamy obliczy¢ P (A UB )

Przy zalozeniu, ze wyciagniecie kazdej karty jest jednakowo prawdopodobne, mamy

4 13 1
P(A) == P(B) == P(ANB) ==

Zatem P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AmB):%+g—é=%,

3 Przyktad 3.

Niech A i B bedg takimi zdarzeniami, ze P(A) = %, P(A v B) = %, P(A N B) = é
Obliczmy P(B) i P(A\B).
Poniewaz P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), wige §=§+p(3)_%,
2
Stad P(B) =5
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Zauwazmy, ze A=(ANB)U(A\B). Zdarzenia AN B i A\ B wykluczaj sie,

wiec P(A)=P(ANB)+P(A\B),czyli §=%+P(A \B). Stad P(A\B)=

|~

> Przyktad 4. )
Udowodnijmy, ze jesli A, B<Q oraz P(A)=P(B'), to P(AU B) 2.

Poniewaz

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+1-P(B')-P(ANB)=1-P(ANB),

wiec:

(1) P(AUB)+P(ANB)=1

Poniewaz ANB< AU B, to P(ANnB)<P(AUB). Gdyby P(AUB)< %

to P(A N B) < % i rowno$¢ (1) bylaby nieprawdziwa. Wynika stad, ze P(A v B) > %

3 Przyktad 5.
W turnieju pitkarskim uczestniczy 14 druzyn, ktére rozdziela si¢ losowo na dwie grupy
po 7 druzyn w kazdej. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia tego, ze druzyna A oraz B
sg w roznych grupach.

Aby dwie ustalone druzyny A i B znalazly si¢ w réznych grupach, nalezy wybraé po 6 dru-
12

zyn z pozostalych 12 na ( p j sposobow i dotaczy¢ do nich odpowiednio druzyny A i B.

Poniewaz wazne sg tylko sklady grup, wigc takich podziatow jest % -2 ( 6 j Analogicznie

liczymy licznos¢ zbioru zdarzen elementarnych. Stad

6 1-2:3.4.5.6 _ 12-11-10-9-8-7 7

1.2(12] 12-11-10-9-8-7
2 R —————
P= = = .
1[14] 14-13-12-11-10-9-8  13.12-11-10-9-8 13

2|7 1-2-3-4-5-6-7

3 Przyktad 6.
W urnie znajduje sie n kul, w tym », kul biatych i n, kul czarnych (n =n,+n, ) Losujemy
bez zwracania (np. jednoczesnie) k kul. Obliczmy prawdopodobienstwo tego, ze wérod
wylosowanych kul jest k, kul biatych i k, kul czarnych (k =k, +k, ).

Zapiszmy rozkiad kul w urnach i rozklad losowanych kul w nastepujacy sposéb:

biale  czarne

n=n + n,
k=k + k,
Liczno$¢ zbioru Q jest rowna liczbie k-elementowych kombinacji ze zbioru n-elemen-

n
towego, tj. [ J Licznos$¢ zdarzenia, ktérego prawdopodobienstwo obliczamy, jest
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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2

n \(n
réwna (kl ][kl ], gdyz ze zbioru n, kul biatych losujemy k, kul biatych, co mozna zrobi¢
1

k

n
1 , . . .
na [ J sposobdw, oraz ze zbioru n, kul czarnych losujemy k, kul czarnych, co mozna zro-
1

n

bi¢ na [ kzj sposobdw. Nastepnie kazdy podzbiér kul biatych taczymy z kazdym podzbio-
2

rem kul czarnych. Szukane prawdopodobienstwo wynosi wiec

o

Schemat losowania mozna uogélni¢ np. na trzy rodzaje kul: biale, czarne, zielone.

Mamy:

biale  czarne zielone

n=mn +n,+n,
k=k + k,+k,

Wowczas:

o Rzucamy kostka 4 razy. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, w ktérym cho¢
raz wypadnie jedynka?

° Z urny zawierajacej 2 kule biale i 6 czerwonych losujemy ze zwracaniem 3 kule. Ob-
licz prawdopodobienistwo tego, ze przynajmniej jedna z nich bedzie biata.

o Z urny zawierajacej dwa razy wiecej kul bialych niz czarnych losujemy # razy po jed-
nej kuli, zwracajac za kazdym razem kule do urny. Dla jakiej wartosci n prawdopodobien-
stwo wylosowania co najmniej raz kuli bialej jest wieksze od 0,97

o Niech Q) bedzie zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych i A < 2, B< Q. Oblicz
P(ANB), wiedzgc, ze P(AUB) :g, P(A)= % P(B') :Z.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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SKOROWIDZ

), 24, 25,28

A

aksjomaty, 90
aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa,
46-48
Archimedes, 135
asymptota
pionowa funkeji, 159
pozioma funkgji, 154
ukosna funkgji, 155

B

badana cecha, 60

badanie
monotonicznoséci funkeji, 172, 184-187
przebiegu zmiennoéci funkcji, 201-203

C

Cauchy Augustin, 163
ciggloé¢ funkeji, 166-169
czestosé
cechy, 60, 61
wzgledna, 27
czworoscian foremny, 98

D

definicja granicy funkeji Cauchyego, 163
doswiadczenie losowe, 24

druga pochodna funkgji, 200

drzewa, 43-45

E

ekstrema lokalne funkcji, 189-195
elipsa, 126, 131

empiryczny rozklad cechy, 60-63

F

funkcja
ciagla w przedziale domknietym, 166
ciagla w przedziale otwartym, 166, 167
ciagla w punkcie, 166, 167, 174
ciagla, 166-169
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malejaca, 185, 187

rosnaca, 185

rézniczkowalna w punkcie, 173, 174
signum, 158

wklesta w przedziale, 200, 201
wypukla w przedziale, 200, 201

G

galaz drzewa, 43

graniastostup, 97
opisany na kuli, 140
opisany na walcu, 141
pochyly, 97
prawidlowy, 97
prosty, 97
wpisany w kule, 140
wpisany w walec, 141

granica funkcji
jednostronna, 158-160
lewostronna w punkcie, 159
niewlasciwa, 154, 159
prawostronna w punkcie, 159
w minus nieskonczonosci, 154
w plus nieskoniczonosci, 152, 153
w punkcie, 155-157

H
Heine Heinrich, 163
histogram, 62

iloraz réznicowy funkcji w punkcie, 171, 172

K
kat
dwuscienny, 110, 111
miary 0, 107
miedzy odcinkami a ptaszczyznami
w wielo$cianach, 107
miedzy odcinkami w wieloécianach,
104-106
miedzy prosta a plaszczyzna, 107-109
miedzy §cianami, 110, 111

Pole¢ ksigzke
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miedzy tworzacg stozka a plaszczyzna
podstawy, 132
prosty, 107
rozwarcia stozka, 132
klasa modalna, 62
koto wielkie kuli, 136
kombinacja k-elementowa zbioru
n-elementowego, 20
kombinatoryka, 15-23
koputa Fullera, 90
korelacja danych, 81
kula, 134-136

L
Leibniz Gottfried, 177
liczno$¢
zbioru ), 33
zdarzenia, 33, 34

M

maksimum lokalne funkcji, 190
mediana, 68
metoda

cieciw, 205

drzew, 43-45
miara kata dwusciennego, 111
miary rozproszenia, 72-75
minimum lokalne funkgji, 190
monotoniczno$¢ funkeji, 184-187

N

Newton Isaac, 177
niezaleznoé¢ zdarzen, 38

0
objetos¢
bryt, 99-102
graniastostupa, 99
kuli, 135, 136
ostrostupa, 100, 101
prawidlowego $cietego, 123
prostopadloscianu, 99
stozka, 131-133
walca, 127
obliczanie granic funkgji, 161-163

odlegtos¢
plaszczyzn réwnolegtych, 93
punktu od plaszczyzny, 93

optymalizacja przy zastosowaniu pochodne;j

funkeji, 196-198
0§ obrotu
stozka, 129
walca, 125
ostrostup, 98, 121
opisany na kuli, 141
opisany na stozku, 142
prawidlowy, 98
Sciety, 122, 123
wpisany w kule, 141
wpisany w stozek, 142
otoczenie punktu, 155

P

paradoks Montyego Halla, 58
permutacja zbioru n-elementowego, 19
plaszczyzna, 92
styczna do kuli, 137
plaszczyzny
majace punkt wspdlny, 90
prostopadle, 93
réwnolegte, 90
pochodna funkcji w punkcie, 173-177
pochodna funkgji, 179-183
podstawa walca, 125
pojecia pierwotne, 90
pole podstawy
stozka, 130
walca, 126
pole powierzchni
kuli, 135
stozka, 130
walca, 126, 127
wielo$cianu, 99
pole powierzchni bocznej
stozka, 130
walca, 126, 127
polplaszczyzna, 110
powierzchnia boczna
stozka, 129
walca, 125

odchylenie powierzchnia calkowita stozka, 129, 130

przecigtne, 72 powierzchnia walca, 125

$rednie, 72

standardowe, 73-75
Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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prawdopodobienstwo
calkowite, 40, 41, 44
iloczynu dowolnej liczby czynnikéw, 36
klasyczne, 27-29
tacznego wystapienia dwoch zdarzen, 36
sumy dwdch zdarzen, 31-34
warunkowe, 35-38
proba Bernoulliego, 48
prosta
przecinajaca plaszczyzne, 92
regresji, 80-82
réwnolegla do plaszczyzny, 92
proste
prostopadle do plaszczyzny, 93
prostopadle w przestrzeni, 93
przecinajace sie, 91
réwnolegle, 91
skosne, 91
prostopadlos¢ w przestrzeni, 93-95
prostopadloscian, 97
przebieg zmiennosci funkeji, 200-203
przedzialty monotonicznosci funkgji, 170-173
zastosowanie pochodnej funkeji, 184-187
przekatna graniastostupa, 97
przekrdj
bryt plaszczyznami, 119-123
kuli, 136
osiowy stozka, 131
osiowy walca, 126
poprzeczny graniastostupa, 119
poprzeczny ostrostupa, 119-122
prostopadloscianu plaszczyzng, 114-117
przekatny graniastostupa, 119
stozka, 131
walca, 126
przestrzen zdarzen elementarnych, 24, 25, 28
punkt przebicia plaszczyzny dang prosta, 92

R
%, 81, 82
rachunek
prawdopodobienstwa, 9-58
rézniczkowy, 151-203
regresja liniowa, 78
regufa
dodawania, 13
mnozenia, 12
réwnolegto$cian, 97
rzut prostopadly punktu na plaszczyzne, 93

Kup ksigz

S

sgsiedztwo punktu, 155
schemat Bernoulliego, 48, 49
sfera, 134, 135
siatka walca, 126
silnia liczby naturalnej, 19
statystyka, 59-88
stereometria, 89-150
stozek, 129-133

opisany na kuli, 138

wpisany w kule, 138
symbol Newtona, 20, 21
symbole nieoznaczone, 162
sze$cian, 97

wpisany w ostrostup, 143

P

S

$rednia
arytmetyczna, 65-68
geometryczna, 68, 69
harmoniczna, 69
wazona, 66

T

tabela rozktadu czestosci, 61-63
twierdzenie
o pierwiastku wielokrotnym wielomianu,
182
o pochodnej wielomianu, 182
o zachowaniu nieréwnosci przy przejsciu
granicznym, 157
Weierstrassa, 193

W
walec, 125-127
opisany na kuli, 138
wpisany w kule, 138
wpisany w stozek, 138
wariacja
k-wyrazowa bez powtdrzen zbioru
n-elementowego, 17- 19
k-wyrazowa z powtorzeniami zbioru
n-elementowego, 15-17
wariancja danych liczbowych, 72-74
warunek
konieczny istnienia ekstremum lokalnego,
190
wystarczajacy istnienia ekstremum

lokal , 191 i
oxalnego Pole¢ ksigzke

Skorowidz
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wieloécian 7

podobny, 123 zaleznos¢

wypukly, 96 deterministyczna, 78, 79
wierzcholek ostrostupa, 98 funkcyjna, 78, 79
wklestos¢ funkgji, 200, 201 statystyczna, 79
wlasnos¢ Darboux, 169 zasada Cavalieriego, 99, 100
wlasnodci prawdopodobienistwa, 28, 29,3134 zbi6r pusty, 25
wspotezynnik zbidr Q, 25

determinacji, 81, 82 zdarzenie, 25

prostej regresji, 80, 81 elementarne, 24, 25

zmienno$ci, 75 losowe, 24-26
wypuklo$¢ funkeji, 200, 201 niemozliwe, 25
wysokos¢ niezalezne, 38

graniastostupa, 97 pewne, 25

ostrostupa, 98 przeciwne, 25

walca, 125 zalezne, 38
wzajemne polozenie zliczanie obiektéw, 10-13

plaszczyzn w przestrzeni, 90, 91 zrdznicowanie danych, 75

prostej i plaszczyzny w przestrzeni, 92
prostych w przestrzeni, 91
wzor Bayesa, 50, 51

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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PROGRAM
PARTNERSKI

1. ZAREJESTRUJ SIE
2. PREZENTUJ KSIAZKI
3. ZBIERAJ PROWIZJE

Zmien swoja strone WWW
W dziatajacy bankomat!

Dowiedz si¢ wigcej i dotgcz juz dzisiaj!
http://program-partnerski.helion.pl
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Liczby rzadza Swiatem (pitagoras)

Trzecia klasa szkoty Sredniej to ostatni krok do egzaminu dojrzatosci i wielkiej rewolucji w Zyciu.

Bez wzgledu na to, czy zdecydujesz sie na dalsze ksztatcenie na studiach wyiszych, czy postanowisz od
razu rozpoczad kariere zawodowa, matematyka nie opusci Cie... nigdy. Jest niezbedna dla |, Scistowedw”,
ale stanowi tez integralna czes¢ nauk humanistycznych (koniec z wymdwkami, ze humanisci

nie rozumieja swiata liczb!). Wykorzystujesz ja przy wypetnianiu kuponu lotka, obserwowaniu gwiazd,
tworzeniu muzyki i dowolnym innym dziataniu wymagajacym logicznego myslenia. A do tego stanowi
obowigzkowy przedmiot na maturze! Dlatego tei przygotowany dla Ciebie podrecznik z serii
Matematyka Europejczyka utatwia zardwno opanowanie wymaganych umiejetnosci, jak

i wykorzystanie ich w praktyce. Zestawy zadan testowych i otwartych pomoga Ci przygotowac sie

do matury. Ponadto kaidy dzial koficzy sie ciekawa lekcja spoza podstawy programowej. Podrecznik
dodatkowo przedstawia zagadnienia badawcze, czasem pozornie majgce niewiele wspélnego

z matematyka, lecz pozwalajgce rozwijaé myslenie matematyczne.

Kompletny zestaw Matematyka Europejczyka. Klasa 3
stanowig: podrecznik + zbioér zadan + ptyta DVD.

Matematyka Matematyka
: Europejczyka ; Europejczyka
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Matematyka
{ Ewropejeryka

Seria podrecznikow, zbiorow zadan i ptyt Matematyka Europejczyka wydawnictwa

Helion pozwala uczniom zdobywa¢ wiedze bez stresu, a nauczycielom utatwia
przekazywanie nowego materiatu w interesujacy i niebanalny sposaéb.

Matematyka Europejczyka — TO SIE LICZY!
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