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Ksigzke dedykuje wszystkim moim uczniom,
od ktérych tak wiele si¢ nauczytem.
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Raspberry Pi.
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WPROWADZENIE

Ktére podejscie do nauki przedstawione

na rysunku | bardziej Ci odpowiada? Po lewe;]

mamy przyktad tradycyjnej metody nauczania

matematyki — za pomoca definicji, twierdzen
1 dowodow. Ta metoda wymaga dlugich opisow

1 dziwnych symboli. Nic nie wskazuje na to, ze

maja one cokolwiek wspolnego z figurami geometrycz-
nymi. W rzeczywistoSci ten tekst zawiera wyja$nienie,
jak znalez¢ centroid, czyli srodek trojkata. Jednak
tego typu tradycyjne metody nie ttumacza, dlaczego
powinnismy by¢ w ogéle zainteresowani szukaniem
srodka trojkata.
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8. Dany jest graniastoslup prawidlowy szesciokatny o wysokosci
I i krawgdzi podstawy e. h = . Z tego graniastostupa usuwamy dwa
przystajace ostrostupy o podstawach przystajacych do podstaw gra-
niastostupa. Znajdz wysokos¢ dowolnego z ostrostupéw, jesli pozo-

stala bryla ma_ objetosci graniastostupa.

9. Centroidy. Przez srodek cigzkosci bryly rozumiemy ogolnie
miejsce, w ktorym skupia si¢ waga tej bryly. Gdy potraktujemy
prosta lub krzywa lini¢ jako bardzo cienki, jednorodny pret, Srodek
cigzkosci preta bedzic nazywany centroidem linii. Na przyklad
centroidem prostego odcinka jest jego $rodkowy punkt. Analogicz-
nic, jesli potraktujemy figure plaska domknicta jako bardzo cienka
jednorodna blache o jednolitej grubosci, jej srodek cigzkosci bedzie
nazywany centroidem figury plaskiej. Podobnie, centroid figury
przestrzennej jest definiowany jako identyczny ze Srodkiem cigzko-
Sci tej figury, traktowanej jako bryla z jednorodnego materiatu, W
2wiazku 7 tym centroid sfery znajduje si¢ w jej Srodku.

Korzystajac z prawa déwigni (Planc Geometry, Ex. 8, str. 234),

moima dosé prosto pokazaé, ze rodek bryly zlozoncj z dwéch czgici

dz

odci-

lezy na odcinku faczacym $rodki cigzkosci tych czesc

nek w sposéb odwrotnic proporcjonalny do wagi tych czeéci. Mozna

latwo  rozsz

ten wynik, aby udowodni¢ naste¢pujaca podsta-

wowa regule: jesli figura plaska lub przestrzenna jest podzielona na czgsci,

Rysunek 1. Dwie metody uczenia o centroidzie

Obok tekstu znajduje sie rysunek z dynamicznym szkicem mniej wiecej stu
obracajacych si¢ trojkatéw. Jest to dosé trudny projekt programistyczny i aby do-
kona¢ obrotu w odpowiedni sposob (i osiagnac ciekawy efekt wizualny), trzeba
znalez¢ centroid tréjkata. W wielu sytuacjach tworzenie ciekawych grafik jest pra-
wie niemozliwe bez znajomosci odpowiednich dziedzin matematyki np. geome-
trii. Jak bedzie mozna zobaczy¢ w tej ksigzce, poznanie pewnych zagadnien ma-
tematycznych dotyczacych trojkatow, takich jak centroid, utatwi nam tworzenie
wlasnej grafiki. Uczen, ktéry zna matematyke i potrafi tworzy¢ ciekawe projekty,
bedzie bardziej sklfonny nauczy¢ sie nieco geometrii i zaakceptowaé koniecznosé
obliczenia kilku pierwiastkéw kwadratowych czy funkeji trygonometrycznych.
Uczen, ktéry nie widzi zadnych korzySci i jedynie odrabia zadanie domowe
z podrecznika, prawdopodobnie nie bedzie zbyt zmotywowany do nauki geometrii.

Podczas o§miu lat pracy jako nauczyciel matematyki i trzech jako nauczy-
ciel informatyki spotkalem duzo wi¢cej uczniéw, ktérzy wola wizualne techniki
nauczania matematyki od tych §ci§le akademickich. Proces tworzenia czego$
ciekawego pomaga zrozumied, ze matematyka nie sprowadza do opanowywania
technik rozwigzywania réownan. Poznawanie matematyki przez programowanie
daje wiele mozliwos$ci rozwiazywania interesujacych probleméw, z mnéstwem
nieprzewidzianych bledéw i mozliwosci ulepszen.

Na tym polega réznica miedzy szkolng a prawdziwag matematyka.

Problemy ze szkolng matematykq

Xvii

Co doktadnie mamy na mysli, uzywajac okreslenia ,szkolna matematyka”?
W Stanach Zjednoczonych, w latach 60. XX wieku, szkolna matematyka
miala przygotowywac do pracy na stanowisku urzedniczym, czyli do recznego
dodawania wielu liczb. Obecnie praca wyglada inaczej i w zwigzku z tym trzeba
zmieni¢ sposob przygotowywania do niej.

Najlepszg metodg uczenia si¢ jest dziatanie. Jednak nie znajduje to od-
zwierciedlenia w codziennym funkcjonowaniu szkoét, ktére maja tendencje do
faworyzowania pasywnych metod nauczania. W ramach ,,pracy” na lekcjach je-
zyka ojczystego czy historii uczniowie mogg pisaé artykuly lub przygotowywac

Wprowadzenie



prezentacje, na naukach przyrodniczych przeprowadzac¢ eksperymenty, ale co
z matematyka? Kiedys jedynymi rodzajami aktywnej ,,pracy” na lekcjach mate-
matyki bylo rozwigzywanie réwnan, rozkladanie wielomianéw na czynniki i ry-
sowanie wykreséw funkcji. Jednak obecnie komputery moga wyreczy¢ nas przy
wykonywaniu wigkszosci tego typu obliczen, wigc takie ¢wiczenia nie wystarcza,.

Celem koncowym nie jest nauczenie sie, jak automatyzowac procesy
rozwigzywania réwnan, rozkladania na czynniki czy rysowania wykresow.
Po opanowaniu technik automatyzacji procesu uczen moze poglebic swojg wiedze
w stopniu, ktory weze$niej byl nieosiggalny.

Rysunek 2 przedstawia typowe, podrecznikowe zadanie matematyczne,
ktéry polega na wyznaczeniu wartosci zdefiniowanej funkeji f(x) dla szeregu
réznych wartosci.

Cwiczenia 1-22 dotyczg ponizszych funkcji. Znajdz
okreslong wartos§¢ funkgeji:

Rysunek 2. Tradycyjny sposéb uczenia o funkcjach

Kolejne 18 pytan ma taka sama postaé! Ten rodzaj ¢wiczenia stanowi
banalne zadanie dla jezyka programowania takiego jak Python. Wystarczy
po prostu zdefiniowaé funkcje f(x), a nastepnie wstawia¢ do niej wartosci,
iterujac po liscie w nastepujacy sposob:

import math

def f(x):
return math.sgrt(x + 3) - x + 1

# lista wartosci do wstawienia
for x in [@,1,math.sqrt(2),math.sqrt(2)-1]:
print("f({:.3f}) = {:.3Ff}".format(x,f(x)))

Ostatni wiersz stuzy jedynie do sformatowania wySwietlanych danych i za-
okraglenia wszystkich wynikéw do trzech cyfr po przecinku', jak pokazano ponizej:

£(0.000) = 2.732

f(1.000) = 2.000
f(1.414) = 1.687
£(0.414) = 2.434

' A doktadniej po kropce, poniewaz w Pythonie, jak w jezyku angielskim, cz¢$§¢ dzie-
si¢gtna jest oddzielana od cz¢sci catkowitej kropka, a nie przecinkiem (przyp. thum.).

Wprowadzenie XIX



