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Ksigzka, ktdérg trzymasz w reku, moze by¢ Twoim biletem wstepu do tej czesci
matematyki, ktéra wiekszosci ludzi, nawet wyksztalconych, wydaje si¢ niedostep-
na, a moze nawet dziwna czy niepotrzebna. Tematem tej publikacji s3 bowiem
dowody matematyczne. I jesli zaczynasz teraz mysle¢ o tym, zeby jak najszybciej
odlozy¢ ja na polke, dowiedz sig, ze jest ona wtasnie dla Ciebie, bo zamieszczone
tu dowody czyta sie jak zwykle opowiesci.

Autor postawil sobie za cel (a Ty, Czytelniku, sprawdz, czy mu sie to udalo) za-
prezentowanie dowodow w formie zrozumialej dla laika zainteresowanego ma-
tematyka. Ksigzka zawiera przyklady dowodéw wprost, nie wprost i dowoddéw
indukeyjnych. Do jej zrozumienia w zupelno$ci wystarcza znajomos¢ matematyki
na poziomie szkoly ponadgimnazjalnej, a wigkszo$¢ rozdziatéw jest dostepna
nawet dla gimnazjalistow. Znalazty sie tu dowody takich klasycznych twierdzen
jak twierdzenia o niewymiernosci liczby V2i liczby e, nieprzeliczalnosci zbioru
liczb rzeczywistych, twierdzenia sinuséw, twierdzenia Pitagorasa, rozbieznosci
szeregu harmonicznego, nieskoniczonosci zbioru liczb pierwszych i kilku innych.
Mozna zatem powiedzie¢, ze bohaterami tej ksigzki s3 rozumowania, ktére maja
nas przekona¢ o prawdziwosci twierdzen matematycznych, przedstawione jednak
tak, zeby kazdy Czytelnik mégt dozna¢ przyjemnosci ich rozumienia.

S
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Twierdzenie odwrotne
do twierdzenia Pitagorasa
i tréjkaty pitagorejskie

Twierdzenie Pitagorasa mozemy sformutowa¢ tak:

Jezeli trojkat jest prostokatny, to kwadrat dlugosci najdluzszego boku tego
trojkata jest rowny sumie kwadratow dlugosci pozostalych bokow.

W tak zapisanym twierdzeniu wyraznie rozpoznajemy jego dwie gtéwne czgsci:
zalozenie i teze. Wyglada to tak:

oooooooooooooooooooooo
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Jezeli | (zatozenie), | to (teza).

Zamiana ich kolejnoéci nie zawsze prowadzi do otrzymania prawdziwego twier-
dzenia odwrotnego (tak jest ono nazywane). W przypadku twierdzenia Pitagorasa
po zamianie miejscami zalozenia i tezy, tak Ze jego zalozenie pelni role tezy twier-
dzenia odwrotnego, a jego teza role zalozenia twierdzenia odwrotnego, otrzymu-
jemy réwniez twierdzenie prawdziwe.

kwadrat dtugosci
najdtuzszego boku tego trojkata
jest rowny sumie kwadratéw
diugosci pozostatych bokow.

Jezeli trojkat jest prostokatny, to

kwadrat dtugosci
najdiuzszego boku tréjkata
jest rowny sumie kwadratéw
diugosci pozostatych bokow,

Jezeli to trojkat ten jest prostokatny.

Poniewaz oba twierdzenia sg prawdziwe, mozna by je zapisa¢ w postaci jednego
twierdzenia majacego posta¢ réwnowaznosci.

Troéjkat jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat dlugosci najdiuz-
szego boku tego tréjkata jest rowny sumie kwadratow dlugosci pozostatych
jego bokow.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa daje mozliwos$¢ rachunkowego
sprawdzenia, czy dany trdjkat jest prostokatny, czy nie. Wystarczy tylko zna¢ dlu-
gosci wszystkich jego bokow, ustali¢, ktory jest najdluzszy, podnies¢ do kwadratu
dlugosci wszystkich odcinkow, zsumowa¢ kwadraty dtugosci dwoch krétszych
odcinkéw i poréwnac te sume z kwadratem dlugosci najdtuzszego. Spdjrz na po-
nizsze przyklady.

Mamy tréjkat o bokach 6 cm, 12 cm i 7 cm. Najdluzszym bokiem jest bok o diu-
gosci 12 cm.

70
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i trojkaty pitagorejskie

(12 cm)?= 144 cm?

(6 cm)?+(7 cm)? = 36 cm?+49 cm? = 85 cm?

Poréwnanie wynikéw obliczen wskazuje na to, ze nasz tréjkat nie jest prostokatny.

Wezmy drugi trojkat, o bokach 13,7 cm, 10,5 cm i 8,8 cm.

(13,7 cm)?= 187,69 cm?
(10,5 cm)?+(8,8 cm)? = 110,25 cm?+77,44 cm? = 187,69 cm?

Tym razem mamy do czynienia z tréjkatem prostokatnym.

Zwroémy uwage na praktyczng strone tych faktow. Mozemy na przyktad uzy¢,
wzorem egipskich mierniczych, sznura o dtugosci réwnej obwodowi pewnego
trojkata prostokatnego, zwigzanego na koncach i z zaznaczonymi na nim miejsca-
mi wierzchotkow tego tréjkata, do wytyczenia kata prostego w terenie. Najlepiej
do tego nadajg si¢ tréjkaty o dltugosciach wyrazonych liczbami naturalnymi. Sta-
rozytni Egipcjanie znali takie trojkaty, ale jeden byl szczegélnie prosty — trojkat
o bokach dtugosci 3, 4 i 5 identycznych jednostek. Sprawdzmy, czy jest on rzeczy-
wiscie prostokatny.

52=25

3’+4*=9+16 =25

Istotnie jest. Tréjkat ten zwany jest trojkatem egipskim. Latwym do wykonania
przyrzadem do wytyczenia kata prostego w terenie jest na przyktad linka o dlugo-
$ci 3+4+5 = 12 jednostek, zawigzana na koncach, z zaznaczonymi na niej punk-
tami w odlegtosciach 3, 4 i 5 jednostek. Trzy osoby, trzymajac owa linke w tych
wlasnie punktach, po napieciu jej odcinkéw znajdujgcych si¢ miedzy tymi punkta-
mi, mogg wyznaczy¢ kat prosty, ktéry znajduje sie oczywiscie u zbiegu odcinkéow
diugosci 3 i 4 jednostek.

Oto spotkalismy jeden z tréjkatow pitagorejskich, to znaczy taki, ktdry jest prosto-
katny i ktérego dtugosci bokéw wyrazone sg liczbami naturalnymi. Czy jest wigcej
takich trojkatow? Owszem. Jest ich nieskonczenie wiele i nie tylko potrafimy tego
dowies¢, ale i znalez¢ je wszystkie. Pokolenia matematykow udoskonalaty dowod
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ich nieskonczonej mnogosci oraz prawdziwosci wzoréw pozwalajacych otrzymac
dowolny z nich. Egipcjanie nie znali tych wzordéw, cho¢ znali kilka czy kilkanascie
trojkatow pitagorejskich. Znalezli je zapewne metoda prob i bledow, ktdra jest sze-
roko stosowana nie tylko przez dzieci stawiajace swoje pierwsze kroki, ale réwniez
przez matematykow. Metoda ta jednak nie pozwoli nam znalez¢ dowodu naszego
twierdzenia. Sprobujmy najpierw uscisli¢ problem. Poszukiwanie tréjkatow pita-
gorejskich jest tozsame ze znajdowaniem rozwigzan réwnania

x2+y2 — z2

w dziedzinie liczb naturalnych, to znaczy ze znajdowaniem tréjek liczb natural-
nych x, y, z, ktdre je spetniaja. Wykluczamy od razu trdjki naturalne zawierajace
liczbe zero, ktore nie tworza trojkatéw. Na przyktad:

0°+1°=1%
0°+0° =0~

To, ze nasze réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie naturalne niezawierajace
zZera, juz wiemy.

344" =5
To znany nam juz tréjkat egipski. Zauwazmy tez, ze gdy pomnozymy kazda z tych
trzech liczb 3, 4, 5 przez pewng liczbe naturalng d, uzyskujac 3d, 44, 5d, to otrzy-
mamy inny, cho¢ podobny do naszego tréjkat pitagorejski. Jesli bowiem

344" =5,
to po pomnozeniu obu stron réwnosci otrzymamy:

3d+4’d =5°d’,

(3d)*+(4d)* = (5d ).

Przez przypadek udowodnili$my, ze tréjkatéw pitagorejskich podobnych do troj-
kata egipskiego jest nieskoniczenie wiele. A czy sa takie, ktore nie sa do niego

=
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i trojkaty pitagorejskie

podobne? Sprébujmy to zbada¢. Wiemy juz, ze kiedy mamy jedna tréjke pitago-
rejska, to mnozac kazda z jej liczb przez identyczne niezerowe rézne od 1 czynniki
naturalne, otrzymujemy ich nieskonczenie wiele, ale kazdy taki trojkat jest podob-
ny do pozostalych z tej rodziny. Tréjka liczb: 3, 4, 5, nie ma wspoélnego dzielnika
réznego od 1, jest wiec jakby zalozycielem rodu tréjkatow pitagorejskich 3d, 4d,
5d podobnych do tréjkata egipskiego. Nazwijmy kazda taka trojke pitagorejska,
ktéra nie ma wspolnego dzielnika, tréjkg pierwotng i zadajmy jeszcze raz pytanie,
czy istnieja rézne od 3, 4, 5 pierwotne tréjki pitagorejskie, ile ich jest i czy daja sie
one wyrazi¢ jakim$§ wzorem. Zmienmy nieco cel naszych poszukiwan. Szukamy
naturalnych niezerowych tréjek liczb naturalnych x, y, z, ktdre spelniaja réwnanie

i ktére nie majg wspdlnego dzielnika naturalnego réznego od 1, to znaczy sa
wzglednie pierwsze. Bedziemy bowiem poszukiwac tylko pierwotnych tréjek
pitagorejskich. Jesli jednak x, y, z sa wzglednie pierwsze, to musza by¢ réwniez
parami wzglednie pierwsze, bo gdyby wspdlnym dzielnikiem x i y byta liczba d,
tox=dkiy=dliwtedy

(dk)*+ (dl)* = 22,

(k2 + 1) = 22,

to znaczy, ze d byloby takze dzielnikiem z. Gdyby natomiast ktora$ z liczb x lub
y miala wspolny dzielnik wigkszy od 1 z liczbg z, to — przy zalozeniu, ze to jest
x — mieliby$my

x=dkiz=dl
i wtedy
(dk)+y* = (dI),

y2 — d2(12_k2))
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a wowczas d bytoby, wbrew zalozeniu, rdwniez dzielnikiem y. Zatem troéjki pier-
wotne s3 parami wzglednie pierwsze. Wynika z tego dalej, Ze liczby x, y nie moga
by¢ obie parzyste, bo miatyby wspoélny dzielnik 2. Zauwazmy, ze nie moga by¢ one
réwniez obie nieparzyste, gdyby bowiem bylo x = 2k+11 y = 2/+1, wtedy

*+y' = (2k+1)+(20+1) =
= 4k’ + 4k +1+4P+4l+1 = 4(K’+k+1P+1)+2 =

= 4(K+k+1+1)+2

iliczba z? bylaby podzielna przez 2, a niepodzielna przez 4, co w przypadku kwa-
dratu liczby naturalnej jest niemozliwe. Kwadrat jakiej$ liczby naturalnej jest pa-
rzysty tylko wtedy, gdy ta liczba jest parzysta, jednakze wtedy kwadrat ten musi
by¢ liczbg podzielna przez 4.

(2n)? = 4n?

Zatem jedna z liczb x, y jest parzysta, a druga nieparzysta. Zauwazmy, ze wtedy
liczba z jest nieparzysta. Nie zmniejszajac ogélnosci, mozemy zalozy¢, ze to x jest
parzyste, a y nieparzyste.

Wréémy do naszego réwnania x°+y° = z* i odejmijmy od obu stron y*
Otrzymamy:

xX'=z' =y

Zgodnie ze wzorem skréconego mnozenia sumy i réznicy dwoch takich samych
liczb mozemy napisac:

X =(z+y)(z—y)

Zaréwno suma, jak i roznica liczb z i y sa parzyste, zatem istniejg takie liczby
naturalne T'i U, ze

z+y = 2T,
z—y =2U,
7t
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i trojkaty pitagorejskie

wtedy

2

X' =2y =(z+y)(z—y) = 4UT.

Liczby Ui T sg wzglednie pierwsze. Gdyby bowiem mialy jakis wspdlny dzielnik
d > 1, to d byloby takze dzielnikiem:

z=T+Uiy=U-T,

a wiemy, ze liczby x i y s3 wzglednie pierwsze.

Udowodnimy teraz, ze liczby Ui T sg kwadratami pewnych liczb naturalnych.
Oprzemy sie na twierdzeniu o rozkladzie liczb naturalnych na czynniki pierwsze,
ktore mowi, ze kazda liczba naturalna rozktada si¢ w jeden tylko sposéb (jesli nie
uwzglednia¢ kolejnosci czynnikéw) na iloczyn czynnikéw pierwszych. Mamy

2

2
X a o« a, o, o, ,
m2:5)=@ymwwnf=pfpiwvn.

Liczby Ui T mozemy przedstawic¢ jako

1 ﬁz ﬁy
U:pl I 2T

Yy

T=p)py ... p,

gdzie 2a, = B,+y,(i=1,2,...,r). Poniewaz jednak liczby Ui T sa wzglednie pierw-
sze, to przy kazdym i jedna z liczb B, lub y, jest rowna zeru i dlatego druga jest
réwna 2« Wszystkie wyktadniki w rozktadach Ui T na czynniki pierwsze s3 za-
tem parzyste, z czego wynika, ze kazda z tych liczb jest kwadratem pewnej liczby
naturalnej U = v, T = t°, stad

x = 2ut, y=u2—t2, z=u'+t’. ()
Zatem kazda trdjka pitagorejska moze by¢ przedstawiona w postaci (*), gdzie uit
sg liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, z ktérych jedna jest parzysta,

a druga nieparzysta (w przeciwnym razie obie liczby z i y bylyby parzyste) oraz
u>t.
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Prawdziwe jest rowniez i odwrotne twierdzenie, zgodnie z ktérym dla dowolnych
liczb naturalnych wzglednie pierwszych tiu (1 > t), z ktérych jedna jest parzysta,
a druga nieparzysta, liczby x, y, z okres§lone wzorami (*) dajg rozwigzania row-
nania x°+ y° = z° w liczbach naturalnych wzglednie pierwszych. Mamy bowiem

xz+y2 =4’ + () = (’+1°) = 2%

Ponadto jesli liczby y i z bylyby podzielne przez liczbe pierwsza p, to réwniez licz-
by z—y = 2t i x+ y = 2u’ bylyby podzielne przez p, a poniewaz p nie moze by¢
réwne 2 (gdyz jedna z liczb ¢ i u jest parzysta, a druga nieparzysta), to liczby y iz sg
nieparzyste, wiec liczby u i t musiatyby by¢ podzielne przez p wbrew zalozeniu, ze
sa wzglednie pierwsze.

Zatem liczby y i z, a wiec réwniez wszystkie trzy: x, y i z, sa parami wzglednie
pierwsze. W ten sposéb wzory (*) dla liczb ti u (u > t) wzglednie pierwszych,
jednej parzystej, a drugiej nieparzystej, daja wszystkie rozwigzania réwnania
x’+y* = z* wliczbach naturalnych.
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1.

Szereg odwrotnosci
liczb naturalnych

G769

Juz w pierwszej klasie szkoly podstawowej uczymy sie¢ dodawac i nie wydaje nam
sie to o wiele trudniejsze od liczenia na palcach. Na poczatku opanowujemy sztu-
ke dodawania dwdch liczb, potem okazuje si¢, Ze mozna dodawac trzy, cztery
i w ogéle dowolng skonczong ich iloé¢. JesteSmy pewni, ze wynik takiego doda-
wania zawsze jest jaka$ liczbg, nawet jesli jej nie znamy. A jesli kto$ poleci nam
zsumowac nieskonczenie wiele liczb dodatnich? Mysle, ze wiele 0s6b bez wahania
odpowie, ze suma nieskonczenie wielu liczb dodatnich musi by¢ réwniez nieskon-
czona, tak jak w przypadku ponizszych sum.

1+1+1+ ...

oooooooooooooooooooooo
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11 1
—F—f—+

2 2 2
02+40,2+0,2+ ...
11 1

—t—t—t
100 100 100

Trzy kropki na koncu wszystkich powyzszych wyrazen oznaczajg tu sumowanie
nieskonczenie wielu sktadnikow.

Sprobujmy jednak przyjrzec sie sumie

ktdrej kazdy kolejny sktadnik jest o polowe mniejszy. Czy warto$¢ tej sumy tez
jest nieskonczona? Nie majac do badania tego problemu innych narzedzi oprocz
zdrowego rozsadku, potraktujemy kolejne wyrazy szeregu jak pola wycinkéw
kwadratu o boku 1. Zastagpmy na chwile liczby wycinkami kwadratu (jak na
rysunku 15.1).

L
16

®|—=

1 1
2 4
Rysunek 15.1. Kwadrat o boku 1

Po nalozeniu tych rysunkéw otrzymamy kwadrat widoczny na rysunku 15.2.
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Szereg odwrotnosci liczb naturalnych

Rysunek 15.2. Utamki pola kwadratu

Z tego rysunku wida¢, ze dodajac kolejne wyrazy naszej sumy, nigdy nie przekro-
czymy pola duzego kwadratu, wida¢ réwniez, ze z kazdym dodanym wyrazem
suma jest coraz blizsza wartosci 1 — pola calego kwadratu.

Czy nie jest to co$ dziwnego? Oto mamy sume nieskonczenie wielu sktadnikow,
ktéra sama jest skoriczona. Jak rozpozna¢, ktére z takich sum sg skonczone, a ktére
nieskoniczone? Nie ma na to pytanie jednej fatwej odpowiedzi, mozemy natomiast
z cala pewnoscia stwierdzi¢, jaki jest warunek konieczny do tego, zeby taka suma
istniala. Warunek konieczny to taki, bez ktdrego spelnienia suma z pewnoscig nie
jest skonczona, ktéry nie zapewnia jej istnienia. Warunkiem koniecznym istnienia
skonczonej sumy nieskoniczonego szeregu jest tak zwana zbiezno$¢ do zera ciggu
jego kolejnych sktadnikéw. Krotko moéwiac, jesli kolejne wyrazy réznia si¢ od zera
0 coraz mniejszg warto$¢ — robi si¢ ona dowolnie mata — to mozliwe jest, ze dany
szereg ma skonczong sume. W przeciwnym wypadku jest to wykluczone. Dlatego
tatwo mozemy stwierdzié, ze szeregi:

1+2+3+4+ ...
1+1+1+1+ ...

0,01+0,01+0,01+ ...

nie maja skonczonych sum. Natomiast nasz pierwszy odkryty szereg nieskonczo-
ny ze skonczong suma:
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spetnia oczywiscie warunek konieczny zbieznosci — réznica pomiedzy zerem
i kolejnymi wyrazami staje si¢ dowolnie mala, jesli tylko wezmiemy dostatecznie
daleki jego wyraz. Czy kazdy szereg nieskonczony spelniajacy warunek konieczny
ma skonczong sume? Pytanie to w zargonie matematycznym brzmialoby tak: czy
warunek konieczny zbieznosci szeregu jest jednocze$nie warunkiem dostatecz-
nym (wystarczajacym)? Zbadajmy ten problem na przykladzie innego szeregu
nieskonczonego.

1 1 1 1
l+=+—+—+—+...
2 3 4 5

Jak wida¢, jego kolejne wyrazy sa odwrotno$ciami kolejnych liczb naturalnych.
Matematycy nazywaja ten szereg harmonicznym. Spetnia on warunek koniecz-
ny, bez ktérego spelnienia nawet nie zastanawialiby$my sie nad tym, czy ma on
skoniczong sume, bo, jak juz mowilismy, z niespelnienia koniecznego warunku
zbieznosci wynika brak skoniczonej sumy. Na tym polega przeciez koniecznos¢
warunku. Pokazemy, ze nie jest to warunek dostateczny, bo szereg harmoniczny
nie ma statej sumy.

Zauwazmy, Ze

1 1

2 2

1 1 1 1 2 1

3 4 4 4 4 2

1 111 111 1 4 1
—Ft—t—t—>—F—F—Ft—=—=—

5 6 7 8 8 8 8 8 8 2

1 1 1 1 1 1 1 1 _ 1 1 1 8 1
9 10 11 12 13 14 15 16 16 16 16 16 2

8 razy
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Szereg odwrotnosci liczb naturalnych

i ogdlnie dla dowolnego n

1 1 1 1 2"
+ ...+ + > =

1
n + n n n n+1 n+1 5
2"+1 2'+42 2"+2"—-1 2 2 2

Gdyby zatem istniata skoficzona suma szeregu harmonicznego

11 1 1
l+—+—+—+—+ ...,
2 3 4 5

nie mogtaby by¢ mniejsza od sumy szeregu
1 1 1
I+—+—+—+ ..,
2 2 2

ktdry jest szeregiem rozbieznym — jego suma jest wigksza niz kazda liczba dodat-
nia. Szereg harmoniczny jest zatem rozbiezny.
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