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Opowiadanie 8

Macierze a kodowanie

8.1. Macierze
O pozytkach z tablic

Macierz to tablica, w naszym przypadku tablica liczb, o wymiarze

m Xn
aii ai2 Aln
A= a21 a2 a2n
Gml Am2 ... (amn

majaca m wierszy i n kolumn.
Bedziemy korzysta¢ z nastepujacych dziatai na macierzach:

* dodawania macierzy,
* mnozenia macierzy przez liczbe,

* mnozenia macierzy przez macierz.

Dodawanie:
ain a2 a1n b1 b2 bin
a1 22 a2y, bor  boo bay,
+
Aml Gm2 .- Gmn bmi bm2 ... bmn
a1 +b11 ap+bi2 ... amn+bin
_ as1 + bo1 agy +bog ... aon + boy,
am1 + bml am2 + bm2 ... Qmp Tt bmn
110
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8.1. MACIERZE 111

Mnozenie macierzy przez liczbg:

all a2 e A1n aall aal12 e AQ1n
a a1 azy ... aon . aa2q aaz2 ... aaan
Gm1  Gm2 Gmn alm1 Qam2 Qlmn,

Uwaga: Dodawaé¢ mozna tylko macierze o tych samych wymiarach.
Mnozy¢ mozna tylko macierze takie, ze lewy mnoznik ma tyle samo
kolumn, co prawy mnoznik wierszy.

Macierza transponowana AT macierzy A jest macierz, w ktérej wier-
sze zamieniono na kolumny, czyli

T
all a19 e A1n all asy e an1
AT aai a2 a2n o ai2 a2 an2
aml Am2 Gmn A1m Aa2m Anm

Od tego miejsca, jesli wyraZnie nie zaznaczymy, Ze jest inaczej, doda-
wanie i mnozenie zawsze bedzie oznacza¢ dziatanie mod 2.
Przyklad 8.1.

Mnozenie i dodawanie:
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112 OPOWIADANIE 8. MACIERZE A KODOWANIE

Niech wy, wa, . . ., wy bedg wybranymi wierszami macierzy A. Suma
tych wierszy pomnozonych przez dowolne liczby a1, aa, . . ., ay

ajwi + awz + - - - + apwy

jest sie kombinacja liniowa tych wierszy. Jezeli macierz jest binarna,
to dodawanie jest mod 2, wigc kombinacja liniowa jest sumg mod 2
wybranych wierszy.

Jezeli zaden z wierszy nie jest kombinacjg liniowa pozostatych wier-
szy, to te wiersze sg niezalezne. Wiersze niezalezne, takie Ze wszystkie
inne sa ich kombinacjami liniowymi, tworza baze.

Przyklad 8.2.

W macierzy binarnej

1100
0 011
0101
0110

wiersz czwarty jest sumg wiersza drugiego i trzeciego. Niezalezne sg
trzy pierwsze wiersze — sg baza. Wiersze pierwszy, drugi i czwarty tez
tworza baze.

Wszystkie definicje niezaleznos$ci odnosza si¢ réwniez do kolumn ma-
cierzy. Mozemy wiec tez méwié o niezaleznych kolumnach i o bazie
kolumn, tak jak o bazie wierszy.

Przyktad 8.3.

W macierzy binarnej (tej samej co poprzednio)

o O O
—_ = O
_ o = O
O = = O

kolumna czwarta jest sumg trzech pierwszych kolumn, a kolumna
pierwsza jest suma trzech ostatnich.
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8.2. GENEROWANIE KODOW PRZEZ MACIERZE 113

8.2. Generowanie kod6w przez macierze
Piszemy kody na tablicy

W tym punkcie ponownie odwolamy sie do artykutu Aydin [3]. Zawar-
to w nim sporo bardzo uzytecznych informacji o macierzach generu-
jacych kod.

Niech G bedzie macierza, ktérej wiersze sa stowami kodowymi pew-
nego kodu liniowego. Zbiér wszystkich niezaleznych wierszy macierzy
G nazywa si¢ bazg kodu liniowego [n,k|, gdzie n jest liczba kolumn,
a k jest liczbg wierszy tej macierzy.

Przyklad 8.4.

Kontrola parzysto$ci w stowie kodowym czterobitowym daje nam kod
blokowy [4,3]. W stowie kodowym trzy pierwsze bity to bity informa-
cyjne, a czwarty bit to bit parzystosci.

1 | stowo kodowe | w;

0[]0 0 0 O |wo

110 0 1 1 w1 = bl

2/0 1 0 1 W9 = b2

310 1 1 0 |ws=b1+bo
411 0 O 1 Wy = b3

5/1 0 1 0 |ws=>b+bs
6|1 1 O 0 We = bg + bg
711 1 1 1 |wy=0b +0by+ b3

Wiersze, ktérymi sg stowa kodowe by, bo, b3, tworza baze. Stowa ko-
dowe b; sg wierszami macierzy

0
Gy =10
1

S = O

11
01
01

Za baze mozna tez przyjac¢ wiersze w odwrotnej kolejnosci: bs,ba,b1,
co daje macierz

1 001
Go=10 1 0 1
0 011
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114 OPOWIADANIE 8. MACIERZE A KODOWANIE

Przyklad 8.5.

Wréémy znéw do kodu Hamminga (7,4) w postaci podanej w tabeli 4.1
na str. 69. Baza sa slowa kodowe zawierajace ciagi zlozone z bitéw

informacyjnych:
1 0 0 O
01 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1

Odpowiadajacymi stowami kodowymi sa wiersze macierzy

1111000
0101100
G_1001010
1100001

Zapiszmy ciag bitéw informacyjnych w postaci jednowierszowej ma-
cierzy [i1 42 ... ix]. Macierz o k wierszach, ktdrej wiersze sg stowami
kodowymi i tworza baze kodu, nazywamy macierza generujaca kod.
Jedli G jest macierzg generujaca kod [n,k|, czyli G ma k wierszy i n
kolumn, to

[x1x2 ... 2] G
jest stowem kodowym dla ciggu [i1 iz ... ix] W postaci jednowierszo-
wej macierzy o n elementach.
Przyklad 8.6.

Wr6émy do kontroli parzystosci. Stowo trzybitowe kodujemy z kon-
trolg parzystosci, korzystajgc z macierzy generujacych G i Ga.

0011
[il 19 ig] 0101 :[i3 19 1] Z'1+Z'2+Z'3}.
1 0 0 1]
1 0 0 1]
[i1d243] [0 1 0 1| = [iy i9 i3 i1 + 2 + i3] .
0011
Dla tych dwéch przypadkéw dostajemy stowa kodowe o parzystej licz-
bie jedynek.
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8.2. GENEROWANIE KODOW PRZEZ MACIERZE 115

W nastepnym przyktadzie znéw wracamy do kodu Hamminga. Jest to
kod wystarczajaco prosty, aby dobrze zilustrowa¢ metode, ale jednak
nie tak banalny, jakim jest kontrola parzystoSci.

Przyktad 8.7.

Kod Hamminga (7,4) w postaci podanej na str. 69 otrzymany za po-
mocg macierzy generujacej z przyktadu 8.5.

1111000
... lo101100
liaisial | 4 g g 1 0 1 o

1100001

=[i1 + i3 + 14 i1 + G2 +d4 11 91 + Q2 + i3 Q2 i3 14] .
I

Przyklad 8.8.

Kod Hamminga (7,4) w postaci (6.1) otrzymamy po odpowiednim
przestawieniu kolumn macierzy z przykiadu 8.7. Macierz G generu-
jaca kod bedzie miata postac:

G = [Ix|Agxm) , (8.1)

gdzie I} jest macierza jednostkowa (wymiaru k X k, jedynki na gtéwnej
przekatnej, poza tym zera), natomiast macierz Ay, wskazuje, ktore
bity informacyjne wchodza do bitéw kontrolnych jako sumy. W tym
przykladzie k = 4im = 3:

8.2)

O =
—_= == O
_ O = =

W wyniku otrzymujemy stowa kodowe, w ktérych na pierwszych czte-
rech pozycjach sa bity informacyjne, a na ostatnich trzech znajdujg si¢
bity kontrolne.

i3 i i1 10]

S O =
O O = O
O = O O
_— o O O
O ==

_= = O
= O =

0

= [i3 2 11 G0 93 + 12 + 91 G2 + i1 + ig i3 + 92 + Qo] -
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116 OPOWIADANIE 8. MACIERZE A KODOWANIE

Na przyktad ciag czterech bitéw informacyjnych 1011 da stowo kodo-
we 1011000.

Macierz generujaca kod postaci (8.1) ma walor ogdlniejszy niz tylko
taki, ze ma bardziej uporzadkowany wyglad. Wprowadzimy bowiem
macierz H kontroli parzystosci, majaca n wierszy i m kolumn. Ma ona
wlasnos¢ taka, ze jesli cica . . . ¢, jest stowem kodowym o k =n —m
bitach informacyjnych i m bitach kontrolnych, to

Hleiea...cn)t =100 ... 0]". (8.3)

Inaczej méwiac, kazdy wiersz macierzy H z kazdym stowem kodo-
wym tworzg pare ciggdw (wektor6w) ortogonalnych.

Twierdzenie 11.

Jezeli G jest macierzqg generujgcq kod postaci (8.1), to macierz kon-
troli parzystosci H wyraza sie wzorem

H= A"I, , (8.4)

gdzie AT jest macierzq transponowang macierzy A = Ay, 1, ma wiec
m wierszy i k kolumn. O

Przyklad 8.9.
Dla macierzy A okreslonej wzorem (8.2) macierz kontroli parzystosci
wyrazi si¢ wzorem

1 110
H=10 1 11
11 01

S O =
O = O
= o O

SprawdZmy to dla stowa kodowego 1011001:

1110100
0111010
1101001

_ O O = O
Il
o O O
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Jesli zostanie przeklamany jeden bit i otrzymamy na przykiad

1011001, to

—_ o
— =
O = =
e )
oo

Daje to syndrom 001.

o = O

— O O
_ O = = = O

[

Ogodlnie dla kodu Hamminga (7,4), jesli wystgpit jeden btad, a ode-

branym stowem (w postaci jednowierszowej macierzy) jest B

[b1 bo b3 by by bg br], to HBT jest macierzg jednokolumnowa. Cyfry
w tej macierzy dajg pozycje, w ktdrej wystapit btad w sposdb okreslo-

ny w tabeli 8.1.

Tabela 8.1. Okreslenie pozycji bledu za pomocg syndromu

Syndrom | Pozycja
000 0000000
001 0000001
010 0000010
100 0000100
011 0001001
110 0010000
111 0100000
101 1000000

Przyklad 8.10.

Z tabeli 8.1 otrzymujemy, ze syndrom wskazuje na btad na pozycji bitu

sidédmego, co istotnie ma miejsce.

Powr6¢émy jeszcze na chwilg do kodu dualnego do kodu Hamminga
(7,4), czyli do kodu (7,3) —str. 96. Kod (7,3) ma trzy bity informacyjne

i cztery bity kontrolne.
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118 OPOWIADANIE 8. MACIERZE A KODOWANIE

Przyklad 8.11.

Baza kodu, co wida¢ w tabeli 6.4 (wiersze drugi, trzeci i piaty), to
1001011
0101110
0010111

Stowa kodowe majg wiec nastgpujaca postac:

1 001 0 1 1
li1d2d3] [0 1 0 1 1 1 0
001 0111

= [i1 1g 93 g + i1 i3 + 12 i3 + 92 + 41 i3 + i1].

Otrzymany wynik sprawdZmy dla stéw 011 i 111 i poréwnajmy z ta-

bela 6.4:
(1 010 1 1]
[011] |0 01 11 0/=[0111001].
0 101 11

[ ) O = O

[111] o

010
011 1 0/=[1110010].
101

—_

1

1

0

Macierz kontroli parzystoSci wyraza si¢ wzorem (8.4), wiec

1

1

i = 1

0

== O

— = = O
oo o -
o O = O
o~ oo
- o oo

Przyklad 8.12.

Stowo kodowe z przykiadu 8.11: 0111001 zostalo odebrane jako
0001000 — btad polega na przektamaniu bitéw na trzech pozycjach.

Sprawdzenie:

o

0
1101000O 1 0
01101001_07&0
11100100_0 0
10100010 0 0

_0_
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Znaleziono btad! Zostat wykryty, ale trzech bledéw poprawi¢ nie moz-
na. Jesli jednak wiemy (a raczej zaktadamy, bo tego na pewno nie
wiemy), ze nastapit jeden blad, to mozna go poprawic.

Jesliby zostat przektamany bit tylko na jednej pozycji, na przyktad ode-
brano by 0111000, to

_ = O
O R =
_— == O
SO O -
O O = O
O = O O
—_ o O O
O OO == =O
Il
o O O
N
o O OO

Fatwo ten btad poprawi¢ po odnalezieniu w tabeli 6.4 stowa kodowego
(jestich tylko osiem) rézniacego si¢ od otrzymanego na jednej pozycji.

Z przyktadéw 8.7, 8.9 i 8.11 wynika, ze macierz generujaca kod
w kodzie Hamminga (7,4) jest macierzg kontroli parzystosci w kodzie
Hamminga (7,3) dualnym do (7,4) i na odwrét. Nie jest to przypadek.
Zachodzi bowiem twierdzenie:

Twierdzenie 12.

Jezeli C' jest binarnym kodem liniowym o macierzy generujgcej kod
G i macierzy kontroli parzystosci H, to kod dualny C? jest ko-
dem liniowym o macierzy generujgcej kod H i macierzy kontroli
parzystosci G. 0

Wréémy do ternarnego kodu Hamminga (4,2) przedstawionego
w opowiadaniu 4 na str. 73.

Stowo kodowe ma postaé (dy,ds,c1, c2). Macierza generujacg kod mo-
ze by¢ macierz G:

O =

Wtedy
[dy d2] G = [dy dg dy + do dy — d9],

co daje wynik zgodny z réwnaniami (4.8) i (4.9). Zauwazmy tez, ze
kod ten jest kodem liniowym, ale nie jest kodem cyklicznym.
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M
macierz, 110
generujaca kod, 114
kontroli parzystosci, 116
transponowana, 111
Maxima, 126, 170, 173
divide, 173
mikrokontroler, 65
mnozenie
ciagu przez liczbe, 80
macierzy, 111
przez liczbe, 111
mod m, 78
MPEG, 165

N
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Krafta, 47
tréjkata, 67

niezaleznos¢
kolumn, 112
wierszy, 112
zdarzen, 30, 31
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minimalna, 67
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Pascal, 126, 170
PCM, 164
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piksel, 155
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prefiks, 46, 142
prébkowanie, 125, 131
Python, 126, 170
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RAR, 140
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Stopiewnie, 141
stownik, 140, 142
stowo, 5, 140

kodowe, 5
sprawno$¢ kodu, 69, 76
standard
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mod 2, 78

mod 3, 79

ciggow, 80

kontrolna, 64, 65
sygnat

cyfrowy, 121
syndrom, 71
system
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W
wektory ortogonalne, 81, 116
wiadomodci
elementarne, 28
niezalezne, 30
widmo czestotliwosci, 131
wielomian, 86
dodawanie, 86
dzielenie, 87, 172
reszta, 88
generujacy kod, 89
mnozenie, 87

X
xor, 78

Z
zdarzenia, 29
niezalezne, 30

zera wiodace, 10
ZIP, 140

Zrédto, 28
bezpamigciowe, 31
ergodyczne, 41
k-tego rzedu, 40
rozszerzone, 35
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Nauke programowania
zacznij od solidnych podstaw

Jak sadzisz, co stanowi baze informatyki? Od czego powinien
zaczaé przyszty programista? Moze od opanowania jednego
z najpopularniejszych jezykéw programowania? Oczywiscie
maégtby od tego rozpoczad, tyle ze to troche tak, jakby
uczyc sie korzystac z narzedzia bez swiadomosci, do czego ono
wiasciwie stuzy. Jezyki programowania to praktyka. Tymczasem
niezbedna wiedzg, ktérg takze powinien opanowac kazdy
przyszty informatyk, sa podstawy dotyczace teorii informacji
i kodowania.

Wraz ztg ksigzka przyswoisz je bez koniecznosci odwotywania sie
do zaawansowanej matematyki i samej informatyki. Ten
podrecznik obejmuje najwazniejsze kwestie: od znakéw, ktére
przekazujg informacje, zrédet informacji i sposobéw mierzenia
ilosci przekazywanych danych po przetwarzanie sygnatéw
z analogowych na cyfrowe i odwrotnie. Po drodze zgtebisz
takie zagadnienia jak podstawy kodowania (w tym kodowanie
Huffmana), bezstratna kompresja i digitalizacja danych, grafiki
i dZzwieku, a takze konstrukcja kodéw liniowych i cyklicznych.

Dr hab. inz. Wojciech Kordecki — absolwent Wydziatu
Elektroniki Politechniki Wroctawskiej, uzyskat doktorat
z matematyki na tej samej uczelni i habilitacje z matematyki
na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. W latach
1971-2008 pracowat na Politechnice Wroctawskiej, obecnie jest
profesorem uczelni w Collegium Witelona Uczelni Panstwowej
w Legnicy. Jego gtéwna specjalizacja naukowa to matematyka
dyskretna — grafy i matroidy losowe, ale rowniez badania
operacyjne, informatyka, teoria niezawodnosci i inzynieria
biomedyczna.
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