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Przedmowa

Ksigzka niniejsza powstata z wykladéw prowadzonych przeze mnie na Wydziale Fizyki
Technicznej i Matematyki Stosowanej Politechniki Warszawsklej i zawiera materiat objety
programem pierwszego roku studidw. v

Wspdlczesna analiza matematyczna to przedmiot trudny i zbyt obszerny, by mozna
go bylo wylozyé studentom bez odwolywania si¢ do podrgcznika. Wykiadowca ma do
dyspozycji za malo czasu, aby szczegélowo przeprowadza¢ dowody, a niedoméwienia
znacznie obmzaja warto$é wykladu. W polskiej literaturze matematycznej brak jest pod-
recznika analizy dostosowanego do programu studiéw matematyczno-fizycznych wyzszych

- uczelni technicznych. Niniejsza ksiazka stanowi probe wypelnienia tej luki.:
Wykaz podrecznikéw; ktdre okazaly si¢ pomocne przy opracowamu mmch wykladow
~do druku, podany jest na korcu ksigki.

Poczuwam si¢ do milego obowiazku zloZenia podznqkowama prof W. Zakowskiemu,
z ktérego inicjatywy ksiazka ta powstala. Pragng rowniez wyrazié serdeczne podzigkowanie
prof. E. Otto, prof. T. Traczykowi i prof. T. Trajdosowi za Zyczliwe zainteresowanie ksigzka
okazywane w ciagu dwéch dlugich lat pracy nad nig i cenne rady, jakich mi udzielili. Prof.

* J. Muszysiski byt uprzejmy przeczyta¢ maszynopis przed oddaniem go do druku; dzigki
jego wnikliwym uwagom zostaly usuniete z tekstu liczne usterki, za co jestem mu winien
szczegoélna wdzigczno$é.

Witold Kolodziej

Warszawa, w listopadzie 1976 r.
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Zaczniemy od ustalenia podstawowych oznaczes, jakimi bedziemy postugiwag sig w tej
ksigzce. Uporzadkujemy tez i uzupelnimy wiadomosci z teorii mnogosci, niezbedne do
zrozumienia wykladu. Przypomnimy takZe podstawowe wiasnodci liczb rzeczywistych
i oméwimy najwazniejsze fakty z teorii liczb zespolonych.

- Zakladamy znajomo$é elementéw logiki matematycznej, a w szczeg6lnosci rachunkuA
zdan. Uzywamy nastepujacych oznaczeri logicznych:

dla negacji,

dla alternatywy,

dla koniunkgeji,

dla implikacji, -

dla réwnowaznosci,

dla kwantyfikatora ogéinego,

dla kwantyfikatora szczegélowego.

<>t ¥ > <

§ 1. Podstawowe pojecia ximogoéciowe

1. Zbiory. W ksigZce tej zbiory oznaczamy wylacznie literami duzymi, a ich elementy
literami matymi. Dla zanotowania, Ze a jest elementem zbioru A, piszemy a € 4; jeleli a
nie nalezy do zbioru 4, to piszemy a ¢ 4.

Ac Blub Bo A jest zapisem tego, ze zbiér A zawiera sig w zbiorze B (inaczej: jest pod-
zbiorem zbioru B), tj. ze kazdy element zbioru 4 jest elementem zbioru B.

Zbiér pusty oznaczamy przez @.

 Zbiér skoficzony zlozony z elementow @, , az, ..., 8, OZnaczamy przez {ai,az, ..., & }.
W szczegolnosci {a} jest symbolem zbioru zawierajacego jedynie element a.

Zbior wszystkich elementéw zbioru X majacych dang wiasnos¢ w oznaczamy symbo-

Jami

{J;eX: wx)} i {x:w)}

(drugiego uzywamy wtedy, gdy nie moze by¢ watpliwosci, jaki zbior pelni rolg zbioru X).
Zbiory nazywaé bgdziemy takie rodzinami, klasami lub mmnogosciami.
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Wystepujace w analizie matematycznej zbiory sa z reguly podzbiorami pewnego usta-
lonego zbiorw, zwanego przestrzeniq.

Niech dana bedzie przestrzefi X i niech kazdemu elementowi s pewnego zbioru § przy-:
porzadkowany bedzie zbiér A, X. Rodzing zlozona ze wszystkich zbioréw .4;, gdzie
s € S, oznaczaé bedziemy przez {A,: se S}. Zbi6r S nazywa si¢ wtedy zbiorem wskazni-
kéw.

Szczeg6lna role w analizie odgrywaja zbiory liczb. Dla niektorych z mch rezerwujemy
specjalne oznaczenia. Sa to zbiory: N — wszystkich liczb naturalnych (*), R — wszystkich
liczb rzeczywistych, C — wszystkich liczb zespolonych.

2. Dzialania na zbiorach. Niech dana bedzie rodzina R podzbioréw ustalonego zbioru
(przestrzeni) X. Zbior

{xeX: AV”xeA}

nazywamy sumgq zbioréw rodziny R, a zbiér
{x eX: /\ xed}

iloczynem lub czesciq wspdlng zbioréw tej rodziny. Przyjmujac R={4,: se S} uzywamy

oznaczen ) 4, dla. sumy i () 4, dla 1loczynu zbioréw rodziny R.
se§ 56§

Sume zbioréw 4,, 4,, ..., A; oznaczamy przez

&
Al UA2U...UAk lub U Ai,

i=1
a ich iloczyn przez ’

. ) k .
Ajnd,n..nd, Twb () 4.
il

Dla sumy zbioréw 4;, gdzie i=1,2, ..., uzywa sie najczesciej symboli

o
AjVAu... oraz | 4,
: i1
a dla ich iloczynu — symboli
Aind,n... oraz () 4.

i=1

Liczbe 1 od ktdrej zaczyna si¢ numerowanie, mozemy zastgpié przez dowolng i mnq liczbe
catkowita.
Rdznicq zbioréw A i B nazywamy zbidr

A\ B={xecA: x¢B}.
Jezeli 4 jest podzbiorem przestrzeni X, to zbiér X\A4 nazywamy dopelnieniem zbioru A.

(‘)szn. liczb calkowitych dodatnich.
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Dla dowolnej rodziny {d,: se S} podzbioréw przestrzeni X zachodza nastgpujace
zwiazki; .
X\U4=NE\4) i X\ N4=UX\4).
se§ se§ ses ses
Sa to tzw. prawa De Morgana.
Jezeli A n B=@, tzn. jezeli zbiory 4 i B nie maja elementéw wspolnych, to méwimy,
7¢ zbiory A i B sg rozigczne.

3. Produkty kartezjaniskie. Pojecie pary uporzqdkowanej (a, b) — zwanej takle ukla-
dem uporzqdkowanym elementow « i b — mozna wprowadzié¢ w §cisly sposéb przyjmujac
definicje nast¢pujaca:

(a,b)={{a}.{a, b}}.

Za definicje trdjki uporzqdkowanej, czyli ukladu uporzadkowanego trzech elementéw,
przyjmujemy réwnosé (a, b, ¢)=((a, b), ¢). Ogélnie, definicja ukladu uporzadkowanego k
elementéw jest wzér rekurencyjny

(1) b(alsaz"-'sak)=((a1’"-sak—l)"ak)'

Element a; nazywa si¢ i-fq wspélrzedng ukladu (1).

Zauwaimy, Ze (@, Gz, ..., @) =(by, by, ..., b) wtedy i tylko wtedy, gdy a;=b, dla i=
=1,2, ..,k

w przyszlo§<:1, dla uproszczenia zapisow, uklad uporzadkowany, ktérego wszystkie
wspélrzedne oznaczone sa jedna litera, oznaczaé bedziemy ta samg litera pdigruba; na
przyklad uklad (1) ma w tej notacji symbol a.

Produktem lub iloczynem kartezjariskim zbioréw A, A, ..., A nazywamy zbilr wszy-
stkich ukladéw uporzadkowanych.(ay, az, ..., a;), gdzie ¢;€ 4;dlai=1,2, ..., k. Produkt
kartezjanski zbiorow A, 4,, ..., 4; oznaczamy przez

’ k
A,_XAZX...XA,, lub X A,'.

i=1
Zauwazmy, Ze ,
A xAyx .. XA ,=(4;x... x4 _;) %X 4.
Produkt
AxAX..xA4

N tsan e e
k razy

oznaczamy przez A"

4. Relacje réwnowainoéci. Podzial na klasy. Relacjg w zbiorze X nazywamy kazdy
podzbiér R produkiu X x X. Jezeli (x, y) € R, to mowimy, Ze x jest w relacji R 2 y i piszemy
XRy. Litere R mozna oczywiscie zastapié innym symbolem; na przyklad relac;a muniejszosci
w zbiorze liczb rzeczyw:stych oznaczana jest przez <.
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Relacje R w zbiorze X nazywamy relacjiq réwnowaznosci, jezeli jest:

1° zwrotna, tzn. ~ J\ xRx,
xeX

2° symetryczna, tzn.  \ (xRy)=(yRx),
x,yeX

3° przechodnia, tzn. [\ (xRy)Aa(yRz)= (xR z).
x,p,2eX

Niech R bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze X. Kazdemu y e X mozna przyporzg-

dkowaé zbior
Ky,={xeX: xRy}.

Zbiory K, nazywamy klasami relacji R, a kricej R-klasami.

TWIERDZENIE 1. Dwa elementy xy, x, € X nalezq do tej samej R- kIasy wtedy i tylko
wtedy, gdy x,Rx,.

‘Rdzne R-klasy sq roziqczne. Kazdy element x € X naleZy do pewnej R-klasy

Dowdd. Niech x; € K, 1 x, € K. Mamy zatem x,Ry, a to xmphkUJe YRx,. Poniewas,
x; Ry, wigc stad wynika, ze x,sz

Na odwrdt, jezeli x,Rx,, to x, € K,, I réwniez x, € sz, bo x,Rx,.

Zalézmy, ze R-klasy K, i K, maja clement wspolny y,. Jezeli x € K, to na mocy
tego, co juz udowodnilis’my, nyo. Poniewaz yoRy,, wigc takze xRy, , tzn. x € K,,. Zatem
K, =K,, i wobec réwnouprawnienia obu R-klas K,,c K, , a stad K, =K,,.

Pozostaje zauwazyé, ze x € K, dla kazdego x€ X.

Rodzing podzbioréw rozlacznych zbioru X, taka ze kazdy element x € X nalezy do
ktoregos ze zbioréw tej rodziny, nazywa si¢ podzialem zbioru X. Twierdzenie 1 mowi,
ze jezeli R jest relacja rownowaznosc1 w zbiorze X, to rodzma wszystklch R-klas jest
podzialem zbioru X.

5. Funkcje. Niech dane be¢da zbiory niepuste X i Y. Zapis
| fiX>Y

oznacza, ze na zbiorze X okreSlona jest funkcja f o wartosciach w zbiorze Y, tzn. ze kazdemu
elementowi x € X przyporzadkowany zostal Jednoznacznie element y € Y, oznaczany przez
f(x) — co zapisujemy :

) . x = f(x).

Zbiér X nazywa si¢ dziedzing funkcji f.

Czasami symbol f(x) okazuje si¢ niewygodny; wéwczas zastgpujemy go przez f-x.
Niekiedy dla oznaczenia funkcji zamiast f uzywamy symbolu (2) — wtedy mianowicie, gdy
‘wiadomo, jak f(x) wyraza si¢ przez x (na przykiad méwimy o funkcjach x—x2, x—cos x
itp. nie wprowadzajagc dla nich specjalnych oznaczeri literowych).

Funkcj¢ f: X— Y nazywamy takie odwzorowaniem zbioru X w zbiér Y albo operacjg’
{ odwzorowujaca zbiér X w zbiér Y). »

Oczywifcie dla oznaczenia funkcji -mozna uzywac zamiast f dowolnej innej litery.
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- Zauwazmy, z¢ do pojecia funkcji odwolaliSmy sie juz wcze$niej, moéwiac o rodzinie zbioréw
{4s: s S}. Okreslenie takiej rodziny wymaga uprzedniego okre$lenia funkcji s— 4;.

Najprostszym przykladem funkeji jest funkcja stala: f=const, przyporzadkowujaca
kazdemu elementowi zbioru X ten sam element ¢ zbioru Y. Aby nie komplikowaé zapiséw,
funkcje taka bedziemy oznaczaé dalej po prostu przez ¢ (oczywiscie nie w przypadkach,

kiedy to mogloby prowadzi¢ do nieporozumier).
Inny przyklad to identycznosé. Jest to odwzorowanie idy: X—X okreSlone réwnoscia

N idx(x)=x.

xeX
Wykresem funkcji f: X—Y nazywamy podzbitr
{(x, 9): xeX)A(y=1(x))}

produktu kartezjanskiego X'x Y.

Przyjeta przez nas tradycyjna definicja funkcji, oparta na intuicyjnym pojeciu przyporzadkowania,
oczywiscie nie jest calkiem precyzyjna (czym jest wlasciwi¢ przyporzadkowanie?). Dlatego obecnie
uzywana jest czesto zamiast niej inna definicja. Mianowicie przez funkcj¢ okre$long na zbiorze X'o war-
tosciach w zbiorze Y rozumie si¢ kazdy podzbiér f produktu kartezjariskiego X x ¥ majacy t¢ wlasnosc,
ze dla kazdego elementu x € X istnicje dokladnie jeden element y €Y — oznaczany przez f(x) — taki, _
ze (x, y) €f. Definicja taka odpowiada wspolczesnym wymaganiom pod wzgledem $cistoci. Ma ona
jednak t¢ wade, ze identyfikuje funkcje z jej wykresem. Poniewaz bardziej naturalne wydaje si¢ rozroz-
nianie tych pojeé, wiec w tej ksiazce postugujemy si¢ tradycyjna definicja funkcji.

Funkcje
3) n—a,
okreslona na zbiorze wszystkich liczb naturalnych nazywamy ciggiem (doktadniej: cig-
giem nieskoriczonym) i oznaczamy przez
4 (ay,az,...) lub (a,).
Element a, nazywa si¢ n-tym wyrazem albo n-tq wspdirzednq ciqgu (4). Zbiér wszystkich
wyrazéw ciagu (4) oznaczamy przez .

{a,a5,..} Iub {a,: neN}.

Funkcja (3) okre§lona na zbiorze {1,2, ..., k} nosi nazwg ciggu skoriczonego (k-wy-
razowego); mozna ja oczywiscie utozsamia¢ z ukladem uporzadkowanym (ay, gz, ..., )

Funkgje

(b])\s‘;’“’ a;;

okreslona na produkcie {1,2,...,n}x{1,2,...,m} nazywamy macierzq o elementach
a;; 1 oznaczamy przez

all vee alm

[ SR W
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lub przez [a,, a;, ..., a,), gdzie a;=(a,;, @54, ..., ayy) dla j=1,2, ..., m (a; jest j-ta ko-
lurhng tej macierzy), albo po prostu symbolem [a;;].

Niech dana bedzie funkcja f: X—7Y.

Jezeli w jest pewna wlasnocia elementéw zbioru X, to zbiér wszystkich elementéw
S (), gdzie x jest dowolnym elementem zbioru X majacym wiasno$é w, oznaczaé bedziemy
symbolem

®: wa}.
Jezeli AcX, to zbiér

f(A={f(x): xed}
nazywamy obrazem 2bioru A. Wprost z definicji wynika
. TWIERDZENIE 2. Dla dowolnych podzbiorow A,, A, i A; (s€ S) zbioru X
(a) (Aycdy)=(f(4)<=f(4y)),
(@) f (sl;)sA’)=,Le)sf(A‘)’

(@) f (SOSAS) < OS J(45).

Zauwazmy, ze inkluzja w (a3) nie moze byé zastapiona rownoscia. Na przyklad jezeli X=4; U A4;,
A:#0, 4:#0, AiNA#£0 i f=const=c, to f(4; N A)=0#f(4:) N [(45)={c}.

Zbiér f(X) nazywamy zbiorem wartosci funkcji f. Jezeli f(X)=Y, to méwimy, Ze f
odwzorowuje zbior X na zbiér Y i piszemy f: X Y. Ogolniej, jezeli Ac X, Be Y'i f(4)=28,
to moéwimy, ze f odwzorowuje A na B.

Niech Bc Y. Zbiér

fi(B)={xeX : f(x)eB}
nazywamy przeciwobrazem zbioru B. Wprost z definicji wynika

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnych podzbiorow By, B, i B, (s€S) zbioru Y
(b) (Bi=By)=(f"'(BY=f~(By),

(bz) f—l( USBS)= Usf_l(Bs >

(b3) f—l(mSBs)= nb.f—l(Bs )

(bs) STIBL\ B)=f "' B\ fN(By).

- Jezeli dana jest funkcja f: X—Y i zbidr niepusty 4 <X, to funkcje g: 4— Y okreSlong
réwnoscia

x/e\Ag(x) =f(x)

nazywamy funkcjq f zredukowanq do zbioru A i oznaczamy przez f (4.
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Zlozeniem (inaczej: superpozycjq) funkcji f: X—>Y i g: Y—Z nazywamy funkcje
gof: X—Z zdefiniowany nastepujaco:

x/E\X(.q o) (*)=g(f(x)).

Zlozenie g o f rozwazaé bedziemy réwniez w. przypadku ogodlniejszym, gdy f: X- 7,
g: ¥,»Z, Y,cY i A=f"'(Y)#@. Okreilamy je wtedy réwnoscia g of=g o (f|4);
dziedzing funkcji g o f jest podzbidér A4 dziedziny X funkcji £, na ogét rézny od X.

Moéwimy, ze funkcja f: X— Y jest odwracalna lub ze jest bijekcjg (dokladniej: bijekcjg
zbioru X na zbior f(X)), jezeli dla kazdego y € f(X) istnieje dokladnie jeden element x € X
taki, Ze f(x)=y. Oczywiscie funkcja f jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest rézno-
wartosciowa, tzn. gdy

) N (f(xl)—f(xz))=>(x1—xz)
1, x2€X

Jezeli funkcja f: X— Y jest odwracalna, to oznaczajac dla kazdego y € £ (X) przez f ~*(y)
jedyny element x € X taki, ze f(x)=y, okreSlamy pewna funkcje f~*: f(X)—X, ktorq
nazywamy funkcjq odwrotng do f. Z definicji

A A (T=x)=(fx)=y),

xeX ye f(X)
a stad

(5) | ASTF®)=x oraz A S(FTI0))=v.
xeX ye f(X)

Jezeli funkcja f jest odwracalna, to odwracalna jest takze funkcja f = i (f 1)~ =f.

Zauwazmy, Ze jezeli £ jest bijekcja X na Y, a g bijekcja Y na Z, to g o f jest bijekcja X
na Zi(gof) '=f"tog-%.

TWIERDZENIE 4. Funkcja f: X—Y jest bijekcjq X na Y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
Sunkcja g : Y- X taka, ze

(6) gof=idy i fog=idy.

Funkcjq g jest funkcja odwrotna f~*.

Dowd6d koniecznosci. Jezeli funkcja f jest bijekcja X na ¥, to z (5) wynika, Ze
funkcja g=f"1* spelnia oba warunki (6).

Dowéd dostatecznosci. Na mocy pierwszego z warunkéw (6) g(f(x))=x dla kaz-
dego xe X. Stad wynika, Ze jezeli £(x,)=/(x,), to x; =x,. Poniewaz dla kazdego ye ¥
na mocy drugiego z warunkéw (6) mamy f (g ()) =y, tzn. f (x)=y dla x =g (»), wigc.f X)=Y
i f-1(y)=g(y) dla wszystkich y & ¥. Dowodzi to, ze fjest bijekcja X na Yize f~'=g.

Jezeli X jest podzbiorem produktu X;x..xX; i f: X—7, to clement f(x), gdzie
X=(xy, ..., X), OZnacza si¢ réwniez przez

.f‘_;(xllﬁ ---’xk) IUb f'(xl,"-:xk)

i moéwi sie, ze f jest funkejq k zmiennych Xy, ..., X.
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Funkgcje o wartosciach w produkcie Y, X ... x Y; oznaczaé bedziemy duzymi literami.
Zauwazmy, Ze jezeli F: X-Y; x...x Y, i x€ X, to F(x), jako element rozwaZanego pro-
duktu, ma k wspétrzednych; oznaczajac je przez fi(x), ..., fi(x) mamy

Q) x/E\XF ®)=(f1(x), ..., fi(x))-

Wobec dowolnosci elementu x e X okre§lony zostal w ten sposéb uktad funkcii
(8) fir XY, i=1,2,..,k,

kt6re nazywamy wspdlrzednymi funkcji F. Zamiast (7) piszemy krétko

® F=(fy, s fo)-

Na odwrdt, dla dowolnego ukladu funkcji (8) wzdr (7) lub réwnowazny mu wzér (9)
okreéla funkcje F: XYy X...X Y.

6. Zbiory przeliczalne. Zbidr niepusty 4 jest przeliczalny, jezeli
(10) A={ay,a,,...},

tzn. gdy jest zbiorem wyrazéw pewnego ciagu (a,). Zbior pusty uwazamy takze za przeli-
czalny.

TWIERDZENIE 5. kafdy zbior skoficzony jest przeliczalny.
Dowéd. Jezeli A={ay, ..., a}, to jednoczesnie
A={ay, ..., ¢, a1, ...,8, 81, ..},
a zatem — zgodnie z definicja — zhi6r 4 jest przeliczalny.

Przykladem zbioru przeliczalnego nieskoriczonego jest zbiér wszystkich liczb natural-
nych. Zbioér wszystkich liczb calkowitych tez jest przeliczalny, poniewaZ mozna mu-
nada¢ postaé {0, 1, —1,2, -2, ..}.

TWIERDZENIE 6. Podzbidr zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

Dowdd. Niech A4 bedzie zbiorem przeliczalnym i Be 4. Wobec twierdzenia 5 wystar-
czy zajaé si¢ przypadkiem, gdy zbidr B jest nieskoficzony. Przyjmujac réwno$é (10) oznacz-
my przez ny hajmniejszg liczbe haturalna », dla ktérej a, € B, nast¢pnie przez n, najmniejsza
liczbg naturalng n wigksza od n, i taka, ze a, € B, przez n; najmniejszg liczbg naturalng n
wigksza od n, i taka, 7e a,€ Bitd. Wiedy B={a,,, 4,,, d,,, ...}, co dowodzi przeliczalnosci -
zbioru B. '

-]
TWIERDZENIE 7. Jezeli A; (i=1, 2, ...) sq zbiorami przeliczalnymi, to suma \) 4;
Jest zbiorem przeliczalnym. =t .

Dowéd. Mozna przyjaé, ze 4;#@ dla kaidego wskaZnika i. Z zaloZenia mamy
Ai={ay, az, .} dla i=1,2, ... Przeliczalno$¢ sumy zbioréw 4; wynika z réwnosci

0
it)l Ai={a11, Aios Aagy vees Aygy az’i_i, ey ai_l.zj a;y s ..-}-
=
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WNIOSEK. Jeieli Ay, ..., Ay sq zbiorami przeliczalnymi, to suma A,u ... U A, jest
zbiorem przeliczalnym.

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze 4, U..u A= |) A;, gdzie 4;=4, dla i>k.
i=1

TwiERDZENIE 8. JeZeli A; (i=1,2,...,k) sq zbiorami przeliczalnymi, to produkt
Ay X ... X Ay jest zbiorem przeliczalnym.

Dowéd. Produkt dwéch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym. Istotnie,
ieZeli A={al, as, -..} i B={bl, bz, ...}, to

AXB={(a1! bl)’(aly bz),(az, bl),

o ,(al’ bn)s (aZ: bn—l)s -"s(an-—lx bz)’(“m bl)’ }-
Stad i z réwnosci v
Alx...xA,‘=(A1x... XA,‘_.l)XA,‘

wynika, Ze zaloZenie przeliczalnoéci produktu k—1 zbioréw przeliczalnych pocigga za
soba przeliczalno$é produktu k zbioréw przeliczalnych.
Zastosowanie zasady indukcji koniczy dowdd.

TWIERDZENIE 9. Jezeli zbidr niepusty A jest przeliczalny, to dla kazdej funkcji f okreslonej
na A zbiér f(A) jest przeliczainy.

Dowéd. Jeteli A={a,,a;,...}, to f(A)={f(a)).f(a),..}.

TWIERDZENIE 10. Zbior wszystkich liczb rzeczywistych wymiernych jest przeliczalny.
Dowdéd. Przyjmijmy

f(n,m):l:i dla. neN, meR,,
12

gdzie R, oznacza zbi6ér wszystkich liczb rzeczywistych catkowitych. Poniewaz na mocy
twierdzenia 8 produkt N x R, na ktérym okreslona jest funkcja f; jest zbiorem przeliczal-
nym, wigc z twierdzenia 9 wynika przeliczalnos¢ zbioru f(Nx R,), tj. zbioru wszystkich
liczb wymiernych.

W nastgpnym paragrafie udowodnimy, Ze zbiér R wszystkich liczb rzeczywnstych jest
przykiadem szoru nieprzeliczalnego (tw. 1).

Cwiczenia
1. Dowies¢, ze
( AN ( B)= ) (4. B),

seS teT ses
teT

( Q A4)u( DT B)= SQ (A,UB(),
1eT

( QSA,)X(‘Q B)= g‘Js(AsXBr),

teT

( ﬂs As) x( QT B)= () (4:xB.).

seS
18T
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2. Niech dane beda zbiory 4, (i=1,2,...). Dowie$é, ze jezeli Bi=A(, Bi=A\(4, U ... U 4;y)
dla i=2,3, ..., to zbiory B; sg rozlaczne oraz

w0
B;= IL—J At.

i=1 1

3. Dowiesé, ze jezeli f jest funkcja okresiona na zbiorze X, to rownosé
S( n A;)= mf(As)
seS se s

zachodzi dla kazdej rodziny {4,; se S} podzbioroéw zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest
odwracalna,
4. Niech f bedzie funkcja okre$long na zbiorze X i 4,, A4, < X. Wykaza¢, ze

JAINS (A2) = f(4:1\A2).

Jezeli funkcja f jest odwracalna, to inkluzje mozna zastapi¢ rownoscia.
5. Dowiesé, ze zbior nieskoriczony 4 jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja
zbioru 4 na N.
6. Wykazaé, ze zbior wszystkich ciggéw skoniczonych o wyrazach wymiernych jest przeliczalny.
7. Wykazaé, 7e zbidr wszystkich ciagdw nieskoriczonych (a,), gdzie a,=0 lub I, jest nieprzeliczalny.
8. Wykazaé nieprzeliczalno$§é rodziny ‘wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru nieskoficzonego.

§ 2. Liczby rzeczywiste

1. Zbior R liczb rzeczywistych jako cialo. Podstawowe dzialania wykonalne w zbiorze
liczb rzeczywistych to dodawanie i mnozenie.
Dzialanie dodawania

) (x,y)—=x+y
spelnia nastgpujgce cztery prawa:

(a) \x+y=y+x (przemiennvsé),

*» ¥y

(@) A G+y)+z=x+(+2) Uacznosé),

X2 Z

(33) \o//\ x+0=x,

(a)) AV x+2z=0, oznaczenie: z=—x.
x z

Jak wiadomo, prostymi wnioskami z wlasnosci (a,) - (a,4) sa nastgpujace podstawowe
fakty:

(b,) liczba 0 (zero) jest tylko jedna,

(b,) dla dowolnej pary liczb x i y istnieje dokladnie jedna liczba z (réZnicay—x) taka,
ie x+z=y; w szczeg6Inosci kazdej liczbie x przyporzagdkowana jest doktadnie jedna liczba
—x (przeciwna do x).
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Dzialanie mnozenia
¢)) ' (x, ) xy
podporzadkowane jest podobnym prawom:

(as) A\xy=yx (przemiennosc),

Xy

(as) N\ (xy)z=x(yz) (lgcznosé),

X1 ¥ 2

(37) \/ /\x1=x,

1#£0 x

(ag) AV xz=1, oznaczenie: z=1/x.
x#0 z

Stad mozna wyprowadzié, ze:

(bs) liczba 1 (jednosé) jest tylko jedna,

(by) dla dowolnej pary liczb x i y, gdzie x #0, istnieje dokladnie jedna liczba z (iloraz y/x)
taka, Ze xz=y; w szczeg6lnosci kazdej liczbie x 0 przyporzadkowana jest dokladnie jedna
liczba 1/x (edwrotnos¢ liczby x).

Jako ostatni wymienimy warunek:

(@9) A\ x(y+2)=xy+xz (rozdzielnosé¢ mnozenia wzgledem dodawania).

X ¥, 2

Kazdy zbior X, w ktérym sa okreslone dwa dziatania: dodawanie (1) i mnozenie (2)
(funkcje odwzorowujace X'x X w X) w ten sposob, ze sa spelnione warunki {a,) - (a,),
nazywamy cialem.

2. Relacja mniejszosci. Zasada ciaglosci. Podstawowe wlasnosci relacji mniejszosci
w zbiorze liczb rzeczywistych to:

(@10 Ax#y)=((x<y)v(y<x)),
%y

(a1) A(x<y)v(x=y)=(~(y<x)) (asymetrycznosé),

X ¥y

(a;12) N\ (x<p)A(y<z)=(x<2z) (przechodniosé).

Xy P2 2
Relacja mniejszoSci zwigzana jest z d.ialaniami nast¢pujacymi zaleznosciami:

(a13) A\ (x<y)=(x+z<y+2),

Xy Ps 2
(a1a) \ N\(x<y)=>(xz<yz).
Xy z>0
Niech dany bedzie zbiér 4 < R. JeZeli istnieje liczba M taka, Ze
3 ANx<M i N Vx>My,

X6 A Mi<M xed
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to M nazywamy kresem gdrnym zbioru A i piszemy M =sup 4. Analogicznie, liczbg m
taka, ze
4 Ax=m 1 AV x<my
xe A mi>mxecA

nazywamy kresem dolnym zbioru A i piszemy m=inf 4.

Mowimy, Ze zbidr A < R jest ograniczony z gdry, jezeli istnieje przynajmniej jedna liczba
M spe}majqca pierwszy z warunkow (3) i ze jest ograniczony z dolu, jezeli istnieje przy-
najmniej jedna liczba m spelniajaca pierwszy z warunkéw (4). Zblor, ktory jest ograniczony
z gory i jednocze$nie jest ograniczony z dolu, nazywamy zbiorem ograniczonym.

Zasadq cigglosci nazywa si¢ nastgpujaca wlasnos¢ zbioréw liczb rzeczywistych:

(a,s) Kazdy niepusty i ograniczony z géry zbior liczb rzeczywistych ma kres gorny.
Kazdy niepusty i ograniczony z dotu zbidr liczb rzeczywistych ma kres dolny.

Dla zbioru A4 nieograniczonego z gory przyjmujemy dodatkowo, Ze sup 4= 10,
a dia nieograniczonego z dotu, Ze inf A= —o0o0.

Zapisy te maja oczywiscie charakter czysto formalny. Nie twierdzimy przeciez, ze +o i —©
sa symbolami jakich§ nowych ,,nieskoficzonych” liczb (').

Kresu gérnego zbioru A nie nalezy mylié z liczba najwigksza w zbiorze 4, ktorg — jezeli
1stnieje — oznaczaé bedziemy przez max A. 0czywiécie max A istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy sup 4 € 4 i wowczas max A=sup 4. Podobnie min A4 jest oznaczeniem liczby najmniej-
szej w zbiorze A. Jej istnienie jest réwnowazne temu, e inf 4 € 4 i wéwczas min 4=inf 4.
W szczegélnosci dla dowolnych liczb rzeczywistych ay, a,, ..., @ dobrze okreslone sg
liczby

max{a,, dz,...,a,) 1 min{ay,a,,..., a}.

Zauwazmy, Ze definicj¢ kresu gornego zbioru (niepustego) 4 ograniczonego z gory
mozna’ zapisaé nastgpujaco:

sup 4 =min {M N x<M}.

xeA

Analogicznie dla zbioru A ograniczonego z dotu

infA=max{m: A x>mj}.
xed '
Jezeli dana jest funkcja f: X— R i wlasno§¢ w elementSw zbioru X, to kres gorny i kres
dolny zbioru {f'(x) : w(x)} oznaczamy odpowiednio przez

supf(x) i inff(x).

w(x) w{x)

Z wymienionych wyzej wlasnosci (a,) - (a,5) mozna wyprowadzi¢ wszystkie inne wlas-
nosci liczb rzeczywistych. Innymi stowy, wlasnosci te mozna przyja¢ za aksjomaty i oprze¢
na nich calg teori¢ liczb rzeczywistych.

(?) Pbiniej jednak nabiora takiego znaczenia. Zob. § 6.
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3. Przedzialy. Wartosé bezwzgigdna. Zbiér I« R nazywa si¢ przedzialem, jezeli
A AEi<y<x)=(yel).

x3,x2el yeR

Zauwazmy, Ze zbidr pusty jest przedzialem.

Niech dany bedzie przedzial niepusty I. Okreslone s3 wtedy kresy inf/ 1 supl, ktére
nazywac bedziemy koricami przedziatu 1. Jezeli inf I=ae Ri sup I=be R, to I jest jednym
z czterech ponizszych zbioréw:

a;by={x:a<x<b}, (a;b)={x:a<x<b},
{a;b)={x: a<x<b}, (a;b)={x:a<x<b}.
Jezeli inf I=ae R, sup I'= + o0, to I jest jednym z dwéch nastgpujacych zbioréw
(a; +0)={x: x=a}, (a;+0)={x:x>a}.
Jezeli inf 7= — o0, sup I=b € R, to I jest jednym z dwéch nastgpujacych zbioréw:
(oo b)={x: x<b}, (—v0;b)={x: x<b}.

Jezeli infl=—o0, sup I=+4w, to J=(—o0; +0)=R.

Przedzial <0; o0) — zbidr wsZystkich liczb rzeczywistych nieujemnych — oznaczaé
bedziemy takze przez R, .

Przedzial {a; b) nazywaé bedziemy domknietym, przedzialy (a; b), (a; + o), (—0; b)
i (—o00; +0) — otwartymi; pozostale przedzialy okre§lamy jako domknieto-otwarte

Definicja wartosci bezwzglednej (inaczej: modulu) |x| liczby xe R jest

le_ x dla x20,
T1-x dla x<0.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodza nastgpujace dwa zwigzki o podsta-
WOWym znaczeniu: »
) px+y|<|x|+|y] oraz  |xy|=[x||y].
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a i dowolnego r>0
{x: |x—a|<r}=(a~r;a+r),

{x: |x—a|<r}=(a—r;a+r).

4, Przyklady zastosowania zasady cigglosci. Zasada cigglo$ci pozwoli nam udowod-
nié zapowiedziane w § 1 (p. 6)

TWIERDZENIE 1. Zbiér R wszystkich liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

Dowéd. Zauwazmy, Ze jezeli dana jest liczba x i przedzial niezdegenerowany — tzn.
niepusty i nie redukujacy si¢ do punktu — I, to istnieje przedzial domknigty niezdegenero-
wany I’ taki, 2e x¢ I'.
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Niech I, bedzie dowolnym przedzialem niezdegenerowanym Przypusémy, zé
(6) - IO={x1’x2: }>

tj. ze I, jest zbiorem przeliczalnym. Istnieje taki przedzial domknigty niezdegenerowany
I,ely, 7e x; ¢ I,, z kolei istnieje przedzial domknigty niczdegenerowany I,/ taki, e
x, ¢ I, itd. W rezultacie okre§limy nieskoniczony ciag (J,) przedzialéw domknigtych
taki, ze dla kazdego ne N
Iel.y i x.¢l,.
Przyjmijmy I,=<{a,; b,>. Dla m>n mamy I, <1,, a wigc a,<a,<bu<b,. Stad
) a,<b, dla dowolnych »n,mehN.

Niech A={a,, a3, ...} i c=sup A. Z definicji kresu gérnego i (7) wynika, ze dla kazdego
ne N zachodzi nieréwno$é a,<c<b,, oznaczajgca, ze cel,. Wobec (6) dla pewnego
wskaznika m mamy x,,=c, a w takim razie x,, € I,,, co przeczy temu, Ze x, ¢ /, dla wszyst-
kich ne N.

Z dowiedzionej nieprzeliczalno$ci przedzialéw niezdegenerowanych wynika nieprzeli-
czalno$é zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych (zob. § 1, tw. 6).

Zasada ciagloéci umozliwia zdefiniowanie potegi a® o dowolnej podstawie a>0 i do-
wolnym wykiadniku «. Dokonuje si¢ tego w kilku krokach: Najpierw w zwykly sposob
okreslamy potege o dowolnej podstawie a>0 i wykladniku catkowitym. Nastgpnie dla
dowolnego ne N definiujemy potege o wykladniku a=1/n réwnoscia

a'"=inf{x: (x>0)A(x">a)}

(nietrudno sprawdzi¢, ze a'"=/a, 1. ze (a*")"=a). Przyjmujac dla naturalnego # i catko-
wego m
am/n =(a1/n)m

rozszerzamy definicje potegi na przypadek dowolnego wyktadnika wymiernego. Dla a>1
potege o dowolnym wykladniku o okreSlamy wzorem

a’=inf{a*: (xeRIA(x2a)},

gdzie R, oznacza zbiér wszystkich liczb wymiernych. Dla 0<a<1 za definicj¢ potegi
przyjmujemy rownosé

Zauwaimy, Ze zawsze

Potgga ma nastepujace wlasnosci rachunkowe:

atf

a =a¢aﬂ, aa—ﬂ=aa/aﬁ’ aaﬂ=(a¢)ﬁ’

(ab)*=a"b®, (a/b)Y*=a’(b".



