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W niniejszej ksiazce przedstawiono struktury danych i algorytmy stanowiace podstawe
wspotczesnego programowania komputerdw. Algorytmy sg niczym przepis na
rozwigzanie postawionego przed programiste problemu. Sa one nierozerwalnie
zwiazane ze strukturami danych — listami, rekordami, tablicami, kolejkami, drzewami...
podstawowymi elementami wiedzy kazdego programisty.

Ksiazka obejmuje szeroki zakres materiatu, a do jej lektury wystarczy znajomos$é
dowolnego jezyka programowania strukturalnego (np. Pascala). Opis klasycznych
algorytméw uzupetniono o algorytmy zwiazane z zarzadzaniem pamigcia operacyjna

i pamieciami zewnetrznymi.

Ksigzka przedstawia algorytmy i struktury danych w kontekscie rozwigzywania
probleméw za pomoca komputera. Z tematyka rozwigzywania probleméw powigzano
zagadnienie zliczania krok6w oraz ztozonosci czasowej — wynika to z gtebokiego
przekonania autoréw tej ksiazki, iz wraz z pojawianiem si¢ coraz szybszych
komputeréw, pojawiaé sie beda takze coraz bardziej ztozone problemy

do rozwigzywania i — paradoksalnie — ztozono$¢ obliczeniowa uzywanych
algorytmow zyskiwaé bedzie na znaczeniu.

W Kksiazce oméwiono m.in.:

* Tradycyjne struktury danych: listy, kolejki, stosy

* Drzewa i operacje na strukturach drzew

e Typy danych oparte na zbiorach, stowniki i kolejki priorytetowe wraz
ze sposobami ich implementacii

e (rafy zorientowane i niezorientowane

o Algorytmy sortowania i poszukiwania mediany

e Asymptotyczne zachowanie sie procedur rekurencyjnych

 Techniki projektowania algorytmow: ,dziel i rzadz”, wyszukiwanie lokalne
i programowanie dynamiczne

e Zarzadzanie pamigcia, B-drzewa i struktury indeksowe

Kazdemu rozdziatowi towarzyszy zestaw ¢wiczen, o zréznicowanym stopniu trudnosci,
pomagajacych sprawdzi¢ swoja wiedze. ,,Algorytmy i struktury danych” to doskonaty
podrecznik dla studentéw informatyki i pokrewnych kierunkow, a takze dla wszystkich
zainteresowanych ta tematyka.
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Projektowanie 1 analiza algorytmow

Stworzenie programu rozwigzujacego konkretny problem jest procesem wieloetapowym. Proces ten
rozpoczyna si¢ od sformutowania problemu i jego specyfikacji, po czym nastgpuje projektowanie
rozwiazania, ktére musi zosta¢ nastgpnie zapisane w postaci konkretnego programu, czyli zaim-
plementowane. Konieczne jest udokumentowanie oraz przetestowanie implementacji, a rozwiaza-
nie wyprodukowane przez dzialajacy program musi zostaé¢ ocenione i zinterpretowane. W niniej-
szym rozdziale zaprezentowali$my nasze podejscie do wymienionych krokéw, nastepne rozdziaty
poswigcone sg natomiast algorytmom i strukturom danych, sktadajacym si¢ na wigkszos$¢ progra-
moéw komputerowych.

1.1. Od problemu do programu

Wiedzie¢, jaki problem tak naprawde si¢ rozwiazuje — to juz polowa sukcesu. Wigkszos¢ pro-
bleméw, w swym oryginalnym sformutowaniu, nie ma klarownej specyfikacji. Faktycznie, niekto-
re (wydawatoby si¢) oczywiste problemy, jak ,.sporzadzenie smakowitego deseru” czy tez ,,za-
chowanie pokoju na $§wiecie” wydaja si¢ niemozliwe do sformutowania w takiej postaci, ktora
przynajmniej otwieralaby droge do ich rozwigzania za pomoca komputeréw. Nawet jednak, gdy
dany problem wydaje si¢ (w sposdb mniej lub bardziej oczywisty) mozliwy do rozwiazania przy
uzyciu komputera, pozostaje jeszcze trudna zazwyczaj kwestia jego parametryzacji. Niekiedy by-
wa i tak, ze rozsadne wartosci parametrow moga by¢ okreslone jedynie w drodze eksperymentu.

Jezeli niektére aspekty rozwiazywanego problemu daja si¢ wyrazi¢ w kategoriach jakiegos
formalnego modelu, okazuje si¢ to zwykle wielce pomocne, gdyz rowniez w tych kategoriach po-
szukuje si¢ rozwiazania, a dysponujac konkretnym programem mozna okresli¢ (lub przynajmniej
sprobowaé okresli¢), czy faktycznie rozwiazuje on dany problem. Takze — abstrahujac od kon-
kretnego programu — majac okreslona wiedzg¢ o modelu i jego wlasciwosciach, mozna na tej pod-
stawie podjac probe znalezienia dobrego rozwigzania.

Na szczes$cie, kazda niemal dyscyplina naukowa daje si¢ ujaé w ramy modelu (modeli) z jakiej$
dziedziny (dziedzin). Mozliwe jest modelowanie wielu probleméw natury wybitnie numerycznej
w postaci uktadéw rownan liniowych (w ten sposob oblicza si¢ m.in. natgzenia pradu w poszcze-
gblnych galeziach obwodu elektrycznego czy naprezenia w uktadzie potaczonych belek) badz
réwnan rézniczkowych (tak prognozuje si¢ wzrost populacji i tak znajduje sie stosunki ilo$ciowe,
w jakich lacza si¢ substraty reakcji chemicznych). Rozwiazywanie problemow natury tekstowej czy
symbolicznej odbywa si¢ zazwyczaj na podstawie rozmaitych gramatyk wspomaganych zazwyczaj
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obfitym repertuarem procedur wykonujacych rézne operacje na tancuchach znakéw (w taki sposob
dokonuje si¢ przeciez kompilacja programu w jezyku wysokiego poziomu, tak réwniez dokonuje
si¢ wyszukiwania konkretnych fraz tekstowych w obszernych bibliotekach).

Algorytmy

Kiedy juz dysponujemy odpowiednim modelem matematycznym dla naszego problemu, mozemy
sprobowaé znalez¢ rozwiagzanie wyrazajace si¢ w kategoriach tegoz modelu. Naszym gtownym
celem jest poszukiwanie rozwiazania w postaci algorytmu — pod tym pojgciem rozumiemy skon-
czong sekwencje instrukcji, z ktorych kazda ma klarowne znaczenie i moze by¢é wykonana w skon-
czonym czasie przy uzyciu skonczonego wysitku. Dobrym przyktadem klarownej instrukcji, wyko-
nywalnej ,,w skonczonym czasie i skonczonym wysitkiem”, jest instrukcja przypisania w rodzaju
x =y + z. Oczywiscie, poszczegodlne instrukcje algorytmu moga by¢é wykonywane wielokrotnie
i niekoniecznie w kolejnosci, w ktorej zostaly zapisane. Wynika stad kolejne wymaganie stawiane
algorytmowi — musi si¢ on zatrzymywaé po wykonaniu skornczonej liczby instrukcji, niezaleznie
od danych wejsciowych. Nasz program zastuguje wigc na miano ,,algorytmu” tylko wtedy, gdy jego
wykonywanie nigdy (czyli dla zadnych danych wej$ciowych) nie prowadzi do ,,ugrzeznigcia” ste-
rowania w nieskonczonej petli.

Co najmniej jeden aspekt powyzszych rozwazan nie jest do konca oczywisty. Okreslenie
»klarowne znaczenie” ma mianowicie charakter na wskro$ relatywny, poniewaz to, co jest oczywiste
dla jednej osoby, moze by¢ watpliwe dla innej. Ponadto wykonywanie si¢ kazdej z instrukcji w skon-
czonym czasie moze nie wystarczy¢ do tego, by ,,algorytm konczyt swe dzialanie po wykonaniu
skonczonej liczby instrukcji”. Za pomoca serii argumentdw i kontrargumentéw mozna jednak w wiek-
szo$ci przypadkow osiagnacé porozumienie odnosnie tego, czy dana sekwencja instrukcji faktycznie
moze by¢ uwazana za algorytm. Zazwyczaj ostateczne wyjasnienie watpliwosci w tym wzgledzie
jest powinnos$cia osoby, ktdra uwaza si¢ za autora algorytmu. W jednym z kolejnych punktéw niniej-
szego rozdziatu przedstawilisSmy sposob szacowania czasu wykonywania konstrukcji powszechnie
spotykanych w jezykach programowania, dowodzac tym samym ich ,,skonczonosci czasowe;j”.

Do zapisu algorytméw uzywacé bedziemy jezyka Pascal ,,wzbogaconego” jednakze o niefor-
malne opisy w jezyku naturalnym — programy zapisywane w powstatym w ten sposéb ,,pseudoje-
zyku” nie nadaja si¢ co prawda do wykonania przez komputer, lecz powinny by¢ intuicyjnie zro-
zumiate dla Czytelnika, a to jest przeciez w tej ksiazce najwazniejsze. Takie podej$cie umozliwia
réwniez ewentualne zastapienie Pascala innym jezykiem, bardziej wygodnym dla Czytelnika, na
etapie tworzenia ,,prawdziwych” programow. Pora teraz na pierwszy przyktad, w ktérym zilustro-
waliSmy wiekszos$¢ etapow naszego podejscia do tworzenia programdéw komputerowych.

Przyklad 1.1. Stworzymy model matematyczny, opisujacy funkcjonowanie sygnalizacji $wietlnej
na skomplikowanym skrzyzowaniu. Ruch na takim skrzyzowaniu opisa¢ mozna przez roztozenie go
na poszczegolne ,,zakrety” z konkretnej ulicy w inna (dla przejrzystosci przejazd na wprost row-
niez uwazany jest za ,,zakret”). Jeden cykl obstugi takiego skrzyzowania obejmuje pewna liczbe
faz, w kazdej fazie moga by¢ rownoczesnie wykonywane te zakrety (i tylko te), ktdre ze soba nie
koliduja. Problem polega wigc na okresleniu poszczegdlnych faz ruchu i przyporzadkowaniu kaz-
dego z mozliwych zakretow do konkretnej fazy w taki sposob, by w kazdej fazie kazda para za-
kretow byta parg niekolidujaca. Oczywiscie, rozwigzanie optymalne powinno wyznacza¢ najmniejszq
mozliwg liczbe faz.

Rozpatrzmy konkretne skrzyzowanie, ktorego schemat przedstawiono na rysunku 1.1. Skrzy-
zowanie to znajduje si¢ niedaleko Uniwersytetu Princeton i znane jest z trudnosci manewrowania,
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RYSUNEK 1.1.
A Przykltadowe
skrzyzowanie

zwlaszcza przy zawracaniu. Ulice C i E sa jednokierunkowe, pozostale sa ulicami dwukierunko-
wymi. Na skrzyzowaniu tym mozna wykona¢ 13 réznych ,,zakretow”; niektdre z nich, jak 4B
(czyli z ulicy 4 w ulice B) i EC, moga by¢ wykonywane rdwnoczesnie, inne natomiast, jak AD i EB,
koliduja ze soba i moga by¢ wykonane tylko w roznych fazach.

Opisany problem daje si¢ tatwo ujac (,,modelowac’) w postaci struktury zwanej grafem. Kaz-
dy graf sktada si¢ ze zbioru wierzchotkow i zbioru linii taczacych wierzchotki w pary — linie te
nazywane sa krawedziami. W naszym grafie modelujacym sterowanie ruchem na skrzyzowaniu
wierzchotki reprezentowaé beda poszczegdlne zakrety, a potaczenie dwoch wierzchotkdéw krawe-
dzia oznacza¢ bedzie, ze zakrety reprezentowane przez te wierzcholki koliduja ze soba. Graf od-
powiadajacy skrzyzowaniu pokazanemu na rysunku 1.1 przedstawiony jest na rysunku 1.2, nato-
miast w tabeli 1.1 widoczna jest jego reprezentacja macierzowa — kazdy wiersz i1 kazda kolumna
reprezentuje konkretny wierzchotek; jedynka na przecigciu danego wiersza i danej kolumny wska-
zuje, ze odpowiednie wierzchotki potaczone sa krawedzia.

RYSUNEK 1.2.

Graf reprezentujacy
skrzyzowanie pokazane
na rysunku 1.1

Rozwiazanie naszego problemu bazuje na koncepcji zwanej kolorowaniem grafu. Polega ona
na przyporzadkowaniu kazdemu wierzchotkowi konkretnego koloru w taki sposob, by wierzchotki
polqczone krawedzia miaty rozne kolory. Nietrudno si¢ domysli¢, ze optymalne rozwiazanie naszego
problemu sprowadza si¢ do znalezienia takiego kolorowania grafu z rysunku 1.2, ktére wykorzystuje
jak najmniejsza liczbe kolorow.
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TABELA 1.1.
Macierzowa reprezentacja grafu z rysunku 1.2

AB AC AD BA BC BD DA DB DC EA EB EC ED

AB 1 1
AC 1 1 1
AD
BA
BC 1 1 1
BD 1 1 1 1 1
DA 1 1 1 1 1
DB 1 1 1
DC
EA 1 1 1
EB 1 1 1 1
EC 1 1 1 1

ED

—_
—

Zagadnienie kolorowania grafu studiowane byto przez dziesigciolecia i obecna wiedza na temat
algorytmow zawiera wiele propozycji w tym wzgledzie. Niestety, problem kolorowania dowolnego
grafu przy uzyciu najmniejszej mozliwej liczby kolorow zalicza si¢ do ogromnej klasy tzw. pro-
blemoéw NP-zupeinych, dla ktdrych jedynymi znanymi rozwigzaniami sg rozwiazania typu ,,sprawdz
wszystkie mozliwosci”. W przetozeniu na kolorowanie grafu oznacza to sukcesywne proby wyko-
rzystania jednego koloru, potem dwoch, trzech itd. tak dtugo, az w koncu liczba uzytych kolorow
okaze si¢ wystarczajaca (czego stwierdzenie rowniez wymaga ,,sprawdzenia wszystkich mozliwo-
$ci”). Co prawda wykorzystanie specyfiki konkretnego grafu moze ten proces nieco przyspieszyc,
jednakze w ogolnym wypadku nie istnieje alternatywa dla oczywistego ,,sprawdzania wszystkich
mozliwosci”.

Okazuje si¢ wigc, ze znalezienie optymalnego pokolorowania grafu jest w ogdlnym przypadku
procesem bardzo kosztownym i dla duzych graféow moze okazaé si¢ zupelnie nie do przyjecia, nie-
zaleznie od tego, jak efektywnie skonstruowany byltby program rozwiazujacy zagadnienie. Zasto-
sujemy w zwiazku z tym trzy mozliwe podejscia. Po pierwsze, dla matych graféw duzy koszt cza-
sowy nie bedzie zbytnia przeszkoda i ,,sprawdzenie wszystkich mozliwosci” bedzie zadaniem
wykonalnym w rozsadnym czasie. Drugie podejscie polegaé bedzie na wykorzystaniu specjalnych
wiasnosci grafu, pozwalajacych na rezygnacje a priori z dos¢ duzej liczby sprawdzen. Trzecie po-
dejscie odwotywac si¢ bedzie natomiast do znanej prawdy, Ze rozwiazanie problemu mozna znacznie
przyspieszy¢, rezygnujac z poszukiwania rozwiazania optymalnego i zadowalajac si¢ rozwiaza-
niem dobrym, mozliwym do zaakceptowania w konkretnych warunkach i czgsto niewiele gorszym
od optymalnego — tym bardziej, ze wiele rzeczywistych skrzyzowan nie jest az tak skomplikowa-
nych, jak pokazane na rysunku 1.1. Takie algorytmy, szybko dostarczajace dobrych, lecz nieko-
niecznie optymalnych rozwiazan, nazywane sa algorytmami heurystycznymi.

Jednym z heurystycznych algorytméw kolorowania grafu jest tzw. algorytm ,,zachtanny’
(ang. greedy). Kolorujemy pierwszym kolorem tyle wierzchotkéw, ile tylko mozemy. Nastepnie
wybieramy kolejny kolor i wykona¢ nalezy kolejno nastgpujace czynnosci:

)

(1) Wybierz dowolny niepokolorowany jeszcze wierzchotek i przyporzadkuj mu aktualnie uzy-
wany kolor.
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(2) Przejrzyj liste¢ wszystkich niepokolorowanych jeszcze wierzchotkdéw i dla kazdego z nich
sprawdz, czy jest potaczony krawedzia z jakims$ wierzchotkiem majacym aktualnie uzywany
kolor. Jezeli nie jest, opatrz go tym kolorem.

,Zachtanno$¢” algorytmu wynika stad, ze w kazdym kroku (tj. przy kazdym z uzywanych
koloréw) stara si¢ on pokolorowac jak najwiekszq liczbg wierzchotkdw, niezaleznie od ewentualnych
negatywnych konsekwencji tego faktu. Nietrudno wskazaé przypadek, w ktéorym mniejsza zachtan-
nos$¢ prowadzi do zastosowania mniejszej liczby koloréw. Graf przedstawiony na rysunku 1.3 mozna
pokolorowaé przy uzyciu tylko dwoch kolorow; jednego dla wierzchotkow 1/, 3 i 4, drugiego dla
pozostalych. Algorytm zachlanny, analizujacy wierzchotki w kolejnosci wzrastajacej numeracji,
rozpoczalby natomiast od przypisania pierwszego koloru wierzchotkom 7 i 2, po czym wierzchotki
3 14 otrzymalyby drugi kolor, a dla wierzchotka 5 konieczne bytoby uzycie trzeciego koloru.

0 e e RYSUNEK 1.3.
Przyktadowy graf,

dla ktérego nie poptaca

a zachtannos¢ algorytmu
kolorowania

Zastosujmy teraz ,,zachtanne” kolorowanie do grafu z rysunku 1.2. Rozpoczynamy od wierz-
chotka AB, nadajac mu pierwszy z koloréw — niebieski; kolorem tym mozemy takze opatrzy¢'
wierzchotki AC, AD i BA, poniewaz sa one ,,osamotnione”. Nie mozemy nada¢ koloru niebieskiego
wierzchotkowi BC, gdyz jest on polaczony z (niebieskim) wierzchotkiem AB; z podobnych wzgle-
déw nie mozemy takze pokolorowac na niebiesko wierzchotkow BD, DA i DB, mozemy to jednak
zrobi¢ z wierzchotkiem DC. Wierzchotkom EA, EB i EC nie mozna przyporzadkowac¢ koloru nie-
bieskiego — w przeciwienstwie do ,,osamotnionego” wierzchotka ED.

Wezmy kolejny kolor — czerwony. Przyporzadkowujemy go wierzchotkom BC i BD; wierz-
chotek DA taczy si¢ krawedzig z BD, wigc nie moze mie¢ koloru czerwonego, podobnie jak wierz-
cholek DB laczacy si¢ z BC. Sposrod niepokolorowanych jeszcze wierzchotkow tylko £4 mozna
nadac¢ kolor czerwony.

Pozostaly cztery niepokolorowane wierzchotki: DA, DB, EB i EC. Jezeli przypiszemy DA
kolor zielony, mozemy go takze przyporzadkowac DB, jednakze dla EB i EC musimy wtedy uzy¢
kolejnego (zottego) koloru. Ostateczny wynik kolorowania przedstawiamy w tabeli 1.2. Dla kaz-
dego koloru w kolumnie Ekstra prezentujemy te wierzcholki, ktére nie sg potaczone z zadnym
wierzchotkiem w tym kolorze i przy innej kolejnosci przechodzenia zachtannego algorytmu przez
wierzchotki moglyby ten wlasnie kolor uzyskac.

Zgodnie z wczesniejszymi zatozeniami, wszystkie wierzchotki w danym kolorze (kolumna
Wierzcholki) odpowiadaja zakretom ,,uruchamianym” w danej fazie. Oprocz nich mozna takze uru-
chomic¢ inne zakrety, ktére z nimi nie koliduja (mimo ze reprezentujace je wierzchotki maja inny
kolor), sa one wyszczegdlnione w kolumnie Ekstra.

Tak wigc wedle otrzymanego rozwigzania, sygnalizacja sterujaca ruchem na skrzyzowaniu
pokazanym na rysunku 1.1 powinna by¢ sygnalizacja czterofazowq. Po doswiadczeniach z grafem
przedstawionym na rysunku 1.3 nie mozna nie zastanawiaé si¢, czy jest rozwiazanie optymalne,
tzn. czy nie byloby mozliwe rozwiazanie problemu przy uzyciu sygnalizacji trdj- czy dwufazowe;.

! Zgodnie z kolejnoscia przyjeta w tabeli na rysunku 1.3 — przyp. tium.
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TABELA 1.2.
Jeden ze sposobdw pokolorowania grafu z rysunku 1.2
za pomocy ,,zachlannego” algorytmu

Kolor Wierzchotki Ekstra

niebieski AB, AC, AD, BA, DC, ED —

czerwony BC, BD, EA BA, DC, ED
zielony DA, DB AD, BA, DC, ED
261ty EB, EC BA, DC, EA, ED

Rozstrzygniemy t¢ watpliwos¢é za pomocg elementarnych wiadomosci z teorii graféw. Nazwijmy
k-klikq zbior k wierzchotkow, w ktérych kazde dwa potaczone sg krawedziami. Jest oczywiste, ze
nie da si¢ pokolorowaé k-kliki przy uzyciu mniej niz £ koloréw. Gdy spojrzymy uwaznie na rysu-
nek 1.2 spostrzezemy, ze wierzcholki AC, DA, BD i EB tworza 4-klike, wykluczone jest zatem po-
kolorowanie grafu wykorzystujac mniej niz 4 kolory, zatem nasze rozwiazanie jest optymalne pod
wzgledem liczby faz. []

Pseudojezyki 1 stopniowe precyzowanie

Gdy tylko znajdziemy odpowiedni model matematyczny dla rozwiazywanego problemu, mozemy
przystapi¢ do formutowania algorytmu w kategoriach tego modelu. Poczatkowa wersja takiego algo-
rytmu sktada si¢ zazwyczaj z bardzo ogdlnych instrukcji, ktére w kolejnych krokach nalezy uscislic,
czyli zastapi¢ instrukcjami bardziej precyzyjnymi. Przyktadowo, sformutowanie ,,wybierz dowolny
niepokolorowany jeszcze wierzchotek™ jest intuicyjnie zrozumiate dla osoby studiujacej algorytm,
lecz aby z algorytmu tego stworzy¢ program mozliwy do wykonania przez komputer, sformutowa-
nia takie musza zosta¢ poddane stopniowej formalizacji. Postgpowanie takie nazywa si¢ stopniowym
precyzowaniem (ang. stepwise refinement) i prowadzi do uzyskania programu w petni zgodnego ze
sktadnig konkretnego jezyka programowania.

Przyklad 1.2. Poddajmy wigc stopniowemu precyzowaniu ,,zachtanny’ algorytm kolorowania grafu,
a doktadniej jego czes¢ zwiazana z konkretnym kolorem. Zaktadamy wstepnie, ze mamy do czy-
nienia z grafem G, ktorego niektdre wierzchotki moga by¢ pokolorowane. Ponizsza procedura tworzy
zbidr wierzchotkow newclr, ktorym nalezy przyporzadkowaé odno$ny kolor. Procedura ta wywo-
lywana jest cyklicznie tak dlugo, az wszystkim weztom grafu przyporzadkowane zostana kolory.
Pierwsze, najbardziej ogoélne sformutowanie wspomnianej procedury moze wyglada¢ tak, jak na
listingu 1.1.

LISTING 1.1.
Poczatkowa wersja procedury greedy

procedure greedy ( var G: GRAPH; var newclr: SET );
{ greedy zapisuje w newclr zbior wierzchotkow, ktorym nalezy
przyporzadkowa¢ ten sam kolor }
begin
{1} newcir:= &;?

2 Symbol @ oznacza zbiér pusty.
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{2} for <v reprezentujacy kazdy niepokolorowany jeszcze wierzchotek w G> do
{3} if <v nie jest potaczony krawedzig z zadnym wierzchotkiem wchodzacym
w sktad newclr > then begin
{4} oznacz v jako pokolorowany;
{5} dodaj v do newclr
end

end; {greedy}

Na listingu 1.1 widoczne sa podstawowe elementy zapisu algorytmu w pseudojezyku. Po
pierwsze, widzimy zapisane tlustym drukiem i matymi literami stowa kluczowe, ktére odpowia-
daja zastrzezonym stowom jezyka Pascal. Po drugie, stowa pisane w catosci wielkimi literami —
GRAPH i SET® sa nazwami abstrakcyjnych typow danych. W procesie stopniowego precyzowania
typy te musza zosta¢ zdefiniowane w postaci typdw danych pascalowych oraz procedur wykonu-
jacych na tych danych okreslone operacje. Abstrakcyjnymi typami danych zajmiemy si¢ szczego-
towo w dwdch nastgpnych punktach.

Konstrukcje strukturalne Pascala, jak: if, for i while sa uzyte w naszym pseudojezyku w ory-
ginalnej postaci, jednakze juz np. warunek w instrukcji if (w wierszu {3}) zapisany jest w sposob
zupetnie nieformalny, podobnie zreszta jak wyrazenie stojace po prawej stronie instrukcji przypi-
sania w wierszu {1}. Nieformalnie zostat takze zapisany zbidr, po ktérym iteracje przeprowadza
instrukcja for w wierszu {2}.

Nie bedziemy szczegdtowo opisywac procesu przeksztatcania przedstawionej procedury do
poprawnego programu pascalowego, zaprezentujemy jedynie transformacje instrukcji if z wiersza
{3} do bardziej precyzyjnej postaci.

Aby okresli¢, czy dany wierzchotek v polaczony jest krawedzia z ktoryms$ z wierzchotkow
nalezacych do zbioru newcr, rozpatrzymy kazdy element w tego zbioru i bedziemy sprawdzaé, czy
w grafie G istnieje krawedz taczaca wierzchotki v oraz w. Wynik sprawdzenia zapisywaé bedziemy
w zmiennej boolowskiej found — jesli rzeczona krawedz istnieje, zmiennej tej nadana zostanie
wartos¢ true.

Zmieniona wersja procedury przedstawiona zostata na listingu 1.2.

LISTING 1.2.
Rezultat czgsciowego sprecyzowania procedury greedy

procedure greedy ( var G: GRAPH; var newclr: SET );
{ greedy zapisuje w newclr zbiér wierzchotkéw, ktérym nalezy
przyporzadkowa¢ ten sam kolor }

begin
{1} newclr := &;
{2} for <v reprezentujacy kazdy niepokolorwany jeszcze wierzchotek w G>
do begin
{3.1} found = false;
{3.2} for <w reprezentujacego kazdy wierzchotek w zbiorze newclr> do
{3.3} if <istnieje w grafie G krawedZ *aczaca wierzchotki v i w> then
{3.4} found := true;
{3.5} if found = false then begin
{ v nie *aczy sie z zadnym wierzchotkiem ze zbioru newclr }
{4} oznacz v jako pokolorowany;
{5} dodaj v do newclr

3 Odrézniamy tu abstrakcyjny typ danych SET od typu zbiorowego set jezyka Pascal.
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{4} end
end
end; {greedy}

Zredukowalismy tym samym nasz algorytm do zbioru operacji wykonywanych na dwoch
zbiorach wierzchotkow. Petla zewnetrzna (wiersze od {2} do {5}) stanowi iteracj¢ po niepokolo-
rowanych wierzchotkach grafu G; petla wewngtrzna (wiersze od {3.2} do {3.4}) iteruje natomiast
po wierzchotkach znajdujacych si¢ aktualnie w zbiorze newclir. Instrukcja w wierszu {5} dodaje
nowy wierzchotek do zbioru newcir.

Jezyk Pascal oferuje wiele mozliwosci reprezentowania zbioréw danych — niektdrymi z nich
zajmiemy si¢ dokladniej w rozdziatach 4. i 5. Na potrzeby reprezentowania zbioru wierzchotkow
w naszym przyktadzie wykorzystamy inny abstrakcyjny typ danych, LIST, ktéry moze by¢ zaim-
plementowany jako lista liczb calkowitych (integer), zakonczona specjalna wartoscia nui/ (ktora
moze by¢ reprezentowana przez wartos¢ 0). Lista ta moze mie¢ postaé tablicy, lecz — jak zoba-
czymy w rozdziale 2. — istnieje wiele innych sposobow jej reprezentowania.

Zastapmy instrukcje for w wierszu 3.2 na listingu 1.2 przez petle, w ktdrej zmienna w repre-
zentuje kolejne wierzcholki zbioru newclr (w kolejnych obrotach petli). Identycznemu zabiegowi
poddamy petle rozpoczynajaca si¢ w wierszu {2}. W rezultacie otrzymamy nowa, bardziej precy-
zyjna wersj¢ procedury, ktdra zaprezentowana jest na listingu 1.3.

LISTING 1.3.
Kolejny etap sprecyzowania procedury greedy

procedure greedy (var G: GRAPH; var newclr: LIST);
{ greedy zapisuje w newclr zbior wierzchotkéw, ktorym nalezy
przyporzadkowa¢ ten sam kolor }

var
found : boolean;
v, w : integer;
begin

newclr := 0;
v := <pierwszy niepokolorowany wierzchotek w grafie G>;
while v <> null do begin
found := false;
w = <pierwszy wierzchotek ze zbioru newclr>;
while w <> null do begin
if <istnieje w grafie G krawedZ taczaca wierzchotki v i w> then
found := true;
w := <nastepny wierzchotek ze zbioru newclr>;
end;
if found = false do begin
oznacz v jako pokolorowany;
dodaj v do newclir
end;
v := <nastepny niepokolorowany wierzchotek w grafie G>;
end
end; { greedy }

Procedurze pokazanej na listingu 1.3 sporo jeszcze brakuje do tego, by zostata zaakceptowa-
na przez kompilator Pascala. Poprzestaniemy jednak na tym etapie jej precyzowania, gdyz chodzi
nam raczej o prezentacje okre$lonego sposobu postepowania niz ostateczny wynik. [
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Podsumowanie

Na rysunku 1.4 przedstawiamy schemat procesu tworzenia programu, zgodnie z ujgciem w niniej-
szej ksiagzce. Proces ten rozpoczyna si¢ etapem modelowania, na ktérym wybrany zostaje odpo-
wiedni model matematyczny dla danego problemu (np. graf). Na tym etapie opis algorytmu ma
zazwyczaj posta¢ wybitnie nieformalna.

model abstrakcyjne struktury
matematyczny R typy danych R danych RYSUNEK 1.4,
algorytm w postaci program program Proces rozwiazywania
nieformalnej w pseudojezyku w jezyku Pascal problemu za pomoca
komputera

Kolejnym krokiem jest zapisanie algorytmu w pseudojezyku stanowiacym mieszanke instrukcji
pascalowych i nieformalnych opiséw wyrazonych w jezyku naturalnym. Realizacja tego etapu polega
na stopniowym precyzowaniu og6lnych, nieformalnych opiséw do bardziej szczegotowej postaci.
Niektére fragmenty zapisu algorytmu moga mie¢ juz wystarczajaco szczegdlowa posta¢ do tego,
by mozna byto wyrazi¢ je w kategoriach konkretnych operacji wykonywanych na konkretnych danych,
w zwiazku z czym nie musza by¢ juz bardziej precyzowane. Po odpowiednim sprecyzowaniu in-
strukcji algorytmu, definiujemy abstrakcyjne typy danych dla wszystkich struktur uzywanych przez
algorytm (z wyjatkiem by¢ moze struktur skrajnie elementarnych, jak: liczby catkowite, liczby rzeczy-
wiste czy tancuchy znakéw). Z kazdym abstrakcyjnym typem danych wiazemy zestaw odpowiednio
nazwanych procedur, z ktérych kazda wykonuje konkretng operacj¢ na danych tego typu. Kazda
nieformalnie zapisana operacja zostaje nastepnie zastapiona wywotaniem odpowiedniej procedury.

W trzecim kroku wybieramy odpowiednia implementacje dla kazdego typu danych, w szczegol-
nosci dla zwiazanych z tym typem procedur wykonujacych konkretne operacje. Zastgpujemy takze
istniejace jeszcze nieformalne zapisy ,,prawdziwymi” instrukcjami jezyka Pascal. W efekcie otrzy-
mujemy program, ktéry mozna skompilowac i uruchomié. Po cyklu testowania i usuwania bledow
(mamy nadziej¢ — krotkiego) otrzymamy poprawny program dostarczajacy upragnione rozwigzanie.

1.2. Abstrakcyjne typy danych

Wigkszo$¢ omawianych dotychczas zagadnien powinna by¢ znana nawet poczatkujacym progra-
mistom. Jedynym istotnym novum moga by¢ abstrakcyjne typy danych, celowe wigc bedzie uswia-
domienie sobie ich roli w szeroko rozumianym procesie projektowania programéow. W tym celu
postuzymy si¢ analogia — dokonamy mianowicie wyszczegdlnienia wspolnych cech abstrakcyjnych
typow danych i procedur pascalowych.

Procedury, jako podstawowe narzedzie kazdego jezyka algorytmicznego, stanowia tak naprawde
uogolnienie operatoréw. Uwalniaja one od klopotliwego ograniczenia do podstawowych operacji
(w rodzaju dodawania czy mnozenia liczb), pozwalajac na dokonywanie operacji bardziej zaawan-
sowanych, jak np. mnozenie macierzy.

Inng uzyteczng cecha procedur jest enkapsulacja niektorych fragmentdw kodu. Okreslony frag-
ment programu, zwigzany $cisle z pewnym aspektem funkcjonalnym programu, zamykany jest
w ramach $cisle zlokalizowanej sekcji. Jako przyktad postuzy procedura dokonujaca wczytywania
i weryfikacji danych. Jezeli w pewnym momencie okaze si¢, ze program powinien (powiedzmy)
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oprdocz liczb dziesigtnych honorowaé takze liczby w postaci szesnastkowej, niezbedne zmiany
trzeba bedzie wprowadzi¢ jedynie w Scisle okreslonym fragmencie kodu, bez ingerowania w inne
fragmenty programu.

Definiowanie abstrakcyjnych typow danych

Abstrakcyjne typy danych, czgsto dla prostoty oznaczane skrotem ADT (ang. Abstract Data Types),
moga by¢ traktowane jak model matematyczny, z ktorym zwigzano okreslong kolekcj¢ operacji.
Przyktadem prostego ADT moze by¢ zbior liczb catkowitych, w stosunku do ktérego okreslono
operacje sumy, iloczynu i ré6znicy (w rozumieniu teorii mnogosci). Argumentami operacji zwiaza-
nych z okreslonym ADT moga by¢ takze dane innych typdw, dotyczy to takze wyniku operacji.
Przyktadowo, wsrod operacji zwigzanych z ADT reprezentujacym zbidr liczb catkowitych znaj-
dowaé sie moga procedury badajace przynaleznos¢ okreslonego elementu do zbioru, zwracajace
liczbe elementdéw czy tez tworzace nowy zbidr ztozony z podanych parametréw. Tak czy inaczej,
macierzysty ADT wystapi¢ musi jednak co najmniej raz jako argument ktdrejs ze swych procedur.

Dwie wspomniane wczesniej cechy procedur — uogoélnienie i enkapsulacja — stosuja si¢ jako
zywo do abstrakcyjnych typow danych. Tak jak procedury stanowia uogélnienie elementarnych
operatorow (+, -, *, / itd.), tak abstrakcyjne typy danych sa uogélnieniem elementarnych typow danych
(integer, real, boolean itd.). Odpowiednikiem enkapsulacji kodu przez procedury jest natomiast enka-
psulacja typu danych — w tym sensie, ze definicja struktury konkretnego ADT wraz z fowarzyszq-
cymi tej strukturze operacjami zamknigta zostaje w scisle zlokalizowanym fragmencie programu.
Kazda zmiana postaci czy zachowania ADT uskuteczniana jest wylacznie w jego definicji, natomiast
przez pozostate fragmenty éw ADT traktowany jest — to wazne — jako elementarny typ danych.
Pewnym odstepstwem od tej reguly jest sytuacja, w ktorej dwa rézne ADT sa ze soba powiazane,
czyli procedury jednego ADT uzaleznione sa od pewnych szczegdtow drugiego. Enkapsulacja nie
jest wowczas catkowita i niektorych zmian dokonac trzeba na ogot w definicjach obydwu ADT.

By doktadniej zrozumie¢ podstawowe idee tkwiace u podstaw koncepcji abstrakcyjnych typow
danych, przyjrzyjmy si¢ doktadniej typowi LIST wykorzystywanemu w procedurze greedy na listingu
1.3. Reprezentuje on listg liczb catkowitych (integer) o nazwie newclir, a podstawowe operacje
wykonywane w kontekscie tej listy sa nastgpujace:

(1) Usun wszystkie elementy z listy.

(2) Udostepnij pierwszy element listy lub warto$¢ nul7, jezeli lista jest pusta.

(3) Udostepnij kolejny element listy lub warto$¢ null, jezeli wyczerpano zbidr elementow.
(4) Wstaw do listy nowy element (liczbg catkowita).

Istnieje wiele struktur danych, ktére mogtyby postuzy¢ do efektywnej implementacji typu
LIST — zajmiemy si¢ nimi dokladniej w rozdziale 2. Gdyby$my w zapisie algorytmu na listingu 1.3,
uzywajacym powyzszych opisow, zastapili je wywotaniami procedur:

(1) MAKENULL(newclr);

(2) w := FIRST(newclir);
(3) w = NEXT(newclr);
(4) INSERT(v, newclr);

od razu widoczna stataby si¢ podstawowa zaleta abstrakcyjnych typéw danych. Otéz program ko-
rzystajacy z ADT ogranicza si¢ tylko do wywotywania zwiazanych z nim procedur — ich imple-
mentacja jest dla niego oboje¢tna. Dokonujac zmian w tej implementacji nie musimy ingerowac
w wywotlania procedur.



1.3. TYPY DANYCH, STRUKTURY DANYCH I ADT 25

Drugim abstrakcyjnym typem danych, uzywanym przez procedurg greedy, jest GRAPH repre-
zentujacy graf, z nastepujacymi operacjami podstawowymi:

(1) Udostepnij pierwszy niepokolorowany wierzchotek.

(2) Sprawdz, czy dwa podane wierzchotki potaczone sa krawedzia.
(3) Przyporzadkuj kolor wierzchotkowi.

(4) Udostepnij kolejny niepokolorowany wierzchotek.

Wymienione cztery operacje sa co prawda wystarczajace w procedurze greedy, lecz oczywiscie zestaw
podstawowych operacji na grafie powinien by¢ nieco bogatszy i powinien obejmowac na przyktad:
dodanie krawedzi migdzy podanymi wierzchotkami, usuniecie konkretnej krawedzi, usunigcie kolo-
rowania z wszystkich wierzchotkdw itp. Istnieje wiele struktur danych zdolnych do reprezentowania
grafu w tej postaci — przedstawimy je doktadniej w rozdziatach 6.1 7.

Nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze nie istnieje ograniczenie liczby operacji podstawowych zwia-
zanych z danym modelem matematycznym. Kazdy zbidr tych operacji definiuje odrebny ADT.
Przyktadowo, zestaw operacji podstawowych dla abstrakcyjnego typu danych SET mogltby by¢ na-

stepujacy:

(1) MAKENULL(A) — procedura usuwajaca wszystkie elementy ze zbioru A4,
(2) UNION(A, B, C) — procedura przypisujaca zbiorowi C sume zbiorow 4 i B,
(3) SIZE(A) — funkcja zwracajaca liczbe elementéw w zbiorze A.

Implementacja abstrakcyjnego typu danych polega na zdefiniowaniu jego odpowiednika (jako
typu) w kategoriach konkretnego jezyka programowania oraz zapisaniu (réwniez w tym jgzyku) pro-
cedur implementujacych jego podstawowe operacje. ,, Typ” w jezyku programowania stanowi za-
zwyczaj kombinacje typow elementarnych tego jezyka oraz obecnych w tym jezyku mechanizmow
agregujqcych. Najwazniejszymi mechanizmami agregujacymi jezyka Pascal sa fablice i rekordy.
Na przyktad abstrakcyjny zbior SET zawierajacy liczby catkowite moze by¢ zaimplementowany
jako tablica liczb catkowitych.

Nalezy takze podkresli¢ jeden istotny fakt. Abstrakcyjny typ danych jest kombinacja modelu
matematycznego i zbioru operacji, jakie mozna na tym modelu wykonywac, dlatego dwa iden-
tyczne modele, potaczone z roznymi zbiorami operacji, okreslaja rozne ADT. Wigkszos$¢ materiatu
zawartego w niniejszej ksigzce poswigcona jest badaniu podstawowych modeli matematycznych, jak
zbiory 1 grafy, 1 znajdowaniu najodpowiedniejszych (w konkretnych sytuacjach) zestawdw operacji
dla tych modeli.

Bytoby wspaniale, gdyby$smy mogli tworzy¢ programy w jezykach, ktoérych elementarne typy
danych i operacje s jak najblizsze uzywanym przez nas modelom i operacjom abstrakcyjnych typow
danych. Jezyk Pascal (pod wieloma wzglgdami) nie jest najlepiej przystosowany do odzwiercie-
dlania najczesciej uzywanych ADT, w dodatku nieliczne jezyki, w ktorych abstrakcyjne typy danych
deklarowa¢ mozna bezposrednio, nie sa powszechnie znane (o niektdrych z nich wspominamy w notce
bibliograficznej).

1.3. Typy danych, struktury danych i ADT

Mimo Ze okreslenia ,.typ danych” (lub po prostu ,,typ”), ,,struktura danych” i ,,abstrakcyjny typ danych”
brzmia podobnie, ich znaczenie jest catkowicie odmienne. W terminologii jezyka programowania
»typem danych” nazywamy zbidr wartosci, jakie przyjmowaé moga zmienne tego typu. Na przyktad
zmienna typu boolean przyjmowac¢ moze tylko dwie wartosci: true i false. Poszczegdlne jezyki
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programowania r6znia si¢ od siebie zestawem elementarnych typéw danych; elementarnymi typami
danych jezyka Pascal sa: liczby catkowite (integer), liczby rzeczywiste (real), wartosci boolow-
skie (boolean) i znaki (char). Takze mechanizmy agregacyjne, za pomoca ktorych tworzy si¢ typy
zlozone z typdw elementarnych, rézne sa w roznych jezykach — niebawem zajmiemy si¢ mecha-
nizmami agregacyjnymi Pascala.

Abstrakcyjnym typem danych (ADT) jest model, z ktorym skojarzono zestaw operacji podsta-
wowych. Jak juz wspominali$my, mozemy formutowac algorytmy w kategoriach ADT, chcac jednak
zaimplementowa¢ dany algorytm w konkretnym jezyku programowania, musimy znalez¢ sposob
reprezentowania tych ADT w kategoriach typdw danych i operatoréw wtasciwych temu jezykowi.
Do reprezentowania modeli matematycznych sktadajacych si¢ na poszczegolne ADT shuza struk-
tury danych, ktore stanowia kolekcje zmiennych (by¢ moze réznych typdw) potaczonych ze soba
na rézne sposoby.

Podstawowymi blokami tworzacymi struktury danych sa komorki (ang. cells). Komoérke mozna
obrazowo opisa¢ jako skrzynke, w ktorej mozna przechowywaé pojedyncza wartos¢ nalezaca do
danego typu (elementarnego lub ztozonego). Struktury danych tworzy si¢ przez nadanie nazwy agre-
gatom takich komorek i (opcjonalnie) przez zinterpretowanie zawartosci niektoérych komorek jako
potaczenia (czyli wskaznika) miedzy komorkami.

Najprostszym mechanizmem agregujacym, obecnym w Pascalu i wigkszos$ci innych jezykow
programowania, jest (jednowymiarowa) tablica (ang. array) stanowiaca sekwencj¢ komorek zawie-
rajacych warto$ci okreslonego typu, zwanego czesto typem bazowym. Pod wzgledem matematycznym
mozna postrzegaé tablice jako odwzorowanie zbioru indeksow (ktorymi moga by¢ liczby catkowite)
w typ bazowy. Konkretna komorka w ramach konkretnej tablicy moze by¢ identyfikowana w postaci
nazwy, ktorej towarzyszy konkretna warto$¢ indeksu. W jezyku Pascal indeksami moga by¢ m.in.
liczby catkowite z okreslonego przedzialu (noszacego nazwe typu okrojonego) oraz wartosci typu
wyliczeniowego, jak np. typ (czarny, niebieski, czerwony, zielony). Typ bazowy tablicy moze by¢
w zasadzie dowolnym typem, tak wigc deklaracja:

name: array [indextype] of celltype;

okresla tablicg o nazwie name, ztozong z elementow typu bazowego celltype, indeksowanych warto-
Sciami typu indextype.

Jezyk Pascal jest skadinad niezwykle bogaty pod wzgledem mozliwosci wyboru typu indek-
sowego. Niektore inne jezyki, jak Fortran, dopuszczaja w tej roli jedynie liczby catkowite (z okre-
Slonego przedziatlu). Cheac w takiej sytuacji uzy¢ np. znakéw w roli typu indeksowego, musieliby-
$my uciec si¢ do jakiego$ ich odwzorowania w liczby catkowite, np. bazujac na ich kodach ASCII.

Innym powszechnie uzywanym mechanizmem agregujacym sa rekordy. Rekord jest komdrka
sktadajaca si¢ z innych komorek zwanych polami, majacych na ogoét rézne typy. Rekordy czesto taczone
sa w tablice — typ rekordowy staje si¢ wowczas typem bazowym tablicy. Deklaracja pascalowa:

var
reclist: array[l..4] of record
data: real;
next: integer;
end;

okresla czteroelementowa tablice, ktorej komorka jest rekordem zawierajacym dwa pola: data i next.

Trzecim mechanizmem agregujacym, dostgpnym w Pascalu i niektorych innych jezykach, sa
pliki. Plik, podobnie jak jednowymiarowa tablica, stanowi sekwencj¢ elementow okreslonego typu.
W przeciwienstwie jednak do tablicy, plik nie podlega indeksowaniu; elementy dostepne sa tylko
w takiej kolejnosci w jakiej fizycznie wystgpuja w pliku. Poszczegdlne elementy tablicy (i poszczegdlne
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pola rekordu) sa natomiast dostgpne w sposob bezposredni, czyli szybciej niz w pliku. Plik odrdz-
nia jednak od tablicy istotna zaleta — jego wielko$¢ (liczba zawartych w nim elementéw) moze
zmienia¢ si¢ w czasie i jest potencjalnie nieograniczona.

Wskazniki 1 kursory

Oprocz mechanizméw agregujacych istnieja jeszcze inne sposoby ustanawiania relacji migdzy komor-
kami — stuza do tego wskazniki 1 kursory. Wskaznik jest komorka, ktdrej zawartos¢ jednoznacznie
identyfikuje inng komorke. Fakt, ze komorka 4 jest wskaznikiem komorki B, zaznaczamy na sche-
macie struktury danych rysujac strzatke od 4 do B.

W jezyku Pascal to, ze zmienna ptr moze wskazywaé komorke o typie celltype, zaznaczamy
W nastepujacy sposob:

var
ptr: Tcelltype;

Strzatka poprzedzajaca nazwe typu bazowego oznacza typ wskaznikowy (czyli zbior wartosci sta-
nowiacych wskazania na komorke o typie celltype). Odwotanie do komodrki wskazywanej przez
zmienng ptr (zwane takze dereferencjq wskaznika) ma postaé ptrT — strzatka wystepuje za na-
Zwa zmiennej.

Kursor tym rozni si¢ od wskaznika, ze identyfikuje komorke w ramach konkretnej tablicy —
wartoscig kursora jest indeks odnosnego elementu. W samym zamysle nie rézni si¢ on od wskaz-
nika — jego zadaniem jest takze identyfikowanie komorki — jednak, w przeciwienstwie do niego,
nie mozna za pomocg kursora identyfikowaé komorek ,,samodzielnych”, ktore nie wchodza w sklad
tablicy. W niektdrych jezykach, jak np. Fortran i Algol, wskazniki po prostu nie istnieja i jedyna
metoda identyfikowania komorek sa wiasnie kursory. Nalezy takze zauwazy¢, ze w Pascalu nie jest
mozliwe utworzenie wskaznika do konkretnej komorki tablicy, wiec jedynie kursory umozliwiaja
identyfikowanie poszczegoélnych komorek. Niektore jezyki, jak PL/I i C, sa pod tym wzgledem
bardziej elastyczne i dopuszczaja wskazywanie elementow tablic przez ,,prawdziwe” wskazniki.

Na schemacie struktury danych kursory zaznaczane sg podobnie jak wskazniki, czyli za po-
mocg strzalek, a dodatkowo w komoérke bedaca kursorem moze byé wpisana jej zawartos¢” dla za-
znaczenia, iz nie mamy do czynienia z ,,typowym” wskaznikiem.

Przyklad 1.3. Na rysunku 1.5 pokazano struktur¢ danych sktadajaca si¢ z dwdch czesci: tablicy
reclist (zdefiniowanej wczesniej w tym rozdziale) i kursoréw do elementéw tej tablicy; kursory
te potaczone sa w listg tancuchowa. Elementy tablicy reclist sa rekordami. Pole next kazdego z tych
rekordow jest kursorem do ,,nastepnego” rekordu i zgodnie z ta konwencja, na rysunku 1.5 rekordy
tablicy uporzadkowane sg w kolejnosci 4, 1, 3, 2. Zwro¢ uwage, ze pole next rekordu 2 zawiera
wartos$¢ 0, oznaczajaca kursor pusty, czyli nie identyfikujacy zadnej komorki, konwencja taka ma
sens jedynie wtedy, gdy komarki tablicy indeksowane sa poczawszy od 1, nie od zera.

* Wiynika to z jeszcze jednej, fundamentalnej réznicy miedzy wskaznikiem a kursorem. Otéz implementa-
cja wskaznikow w Pascalu (i wszystkich niemal jezykach, w ktorych wskazniki sa obecne) bazuje na adresie
komorki w przestrzeni adresowej procesu. Adres ten (a wige 1 konkretna warto$¢ wskaznika) ma sens jedynie
w czasie wykonywania programu — nie istnieje wigc jakakolwiek wartos¢ wskaznika, ktora mozna by umie-
$ci¢ na schemacie. Kursor natomiast jest wielko$cia absolutna, pozostajaca bez zwiazku z konkretnymi adre-
sami komoérek — przyp. tum.
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header

1.2
3.4 0 )
5.6 2
7.8 1 -
RYSUNEK 1.5.
data ' next Przyktadowa
reclist struktura danych

Kazda komorka tancucha (w gérnej czegsci rysunku) jest rekordem o nastgpujacej definicji:

type
recordtype = record
cursor: integer;
ptr: Trecordtype
end;

Pole cursor tego rekordu jest kursorem do jakiego$ elementu tablicy reclist, pole ptr zawiera
natomiast wskaznik do nastgpnej komorki w tancuchu. Wszystkie rekordy tancucha sa rekordami
anonimowymi, nie maja nazw, gdyz kazdy z nich utworzony zostal dynamicznie, w wyniku wywota-
nia funkcji new. Pierwszy rekord tancucha wskazywany jest natomiast przez zmienna header:

var
header: Trecordtype;

Pole data pierwszego rekordu w tancuchu zawiera kursor do czwartego elementu tablicy rec/ist,
pole ptr jest natomiast wskaznikiem do drugiego rekordu. W drugim rekordzie pole data ma war-
tos¢ 2, co oznacza kursor do drugiego elementu tablicy rec/ist; pole ptr jest natomiast pustym
wskaznikiem oznaczajacym po prostu brak wskazania na cokolwiek. W jezyku Pascal ,,puste”
wskazanie oznaczane jest stowem kluczowym nil. []

1.4. Czas wykonywania programu

Programista przystepujacy do rozwigzywania jakiego$ problemu staje czesto przed wyborem jed-
nego sposrod wielu mozliwych algorytméw. Jakimi kryteriami powinien si¢ woéwczas kierowac?
Otoz istnieja pod tym wzgledem dwa, sprzeczne ze soba, kryteria oceny:

(1) Najlepszy algorytm jest tatwy do zrozumienia, kodowania i weryfikacji.
(2) Najlepszy algorytm prowadzi do efektywnego wykorzystania zasobéw komputera i jest jed-
noczesnie tak szybki, jak to tylko mozliwe.
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Jezeli tworzony program ma by¢ uruchamiany tylko od czasu do czasu, wigzace bedzie z pew-
noscia pierwsze kryterium. Koszty zwiazane z wytworzeniem programu sa wWOwczas znacznie wyzsze
od kosztow wynikajacych z jego uruchamiania, nalezy wigc dazy¢ do jak najefektywniejszego
wykorzystania czasu programistow, bez szczegdlnej troski o obciazenie zasobow systemu. Jezeli
jednak program ma by¢ uruchamiany czesto, koszty zwiazane z jego wykonywaniem szybko si¢
zwielokrotnig. Wowczas gore biora wzgledy natury efektywnosciowej, gdzie liczy si¢ szybki algo-
rytm, bez wzgledu na jego stopien komplikacji. Warto niekiedy wyprobowac kilka réznych algo-
rytmow i wybra¢ najbardziej optacalny w konkretnych warunkach. W przypadku duzych zlozo-
nych systeméw moze okazaé si¢ takze celowe przeprowadzanie pewnych symulacji badajacych
zachowania konkretnych algorytméw. Wynika stad, ze programisci powinni nie tylko wykazac si¢
umiej¢tnoscia optymalizowania programéw, lecz takze powinni umieé okresli¢, czy w danej sytu-
acji zabiegi optymalizacyjne sa w ogole uzasadnione.

Pomiar czasu wykonywania programu
Czas wykonywania konkretnego programu zalezy od szeregu czynnikow, w szczegolnosci:

(1) danych wejsciowych,

(2) jakosci kodu wynikowego generowanego przez kompilator,

(3) architektury i szybkos$ci komputera, na ktérym program jest wykonywany,
(4) ztozonosci czasowej algorytmu uzytego do konstrukeji programu.

To, ze czas wykonywania programu zaleze¢ moze od danych wejsciowych, prowadzi do wnio-
sku, iz czas ten powinien by¢ mozliwy do wyrazenia w postaci pewnej funkcji wybranego aspektu
tych danych — owym ,,aspektem” jest najczesciej rozmiar danych. Znakomitym przyktadem wptywu
danych wejsciowych na czas wykonania programu jest proces sortowania danych w rozmaitych
odmianach, ktérymi zajmiemy si¢ szczegétowo w rozdziale 8. Jak wiadomo, dane wejsciowe pro-
gramu sortujacego maja postaé listy elementdw. Rezultatem wykonania programu jest lista ztozona
z tych samych elementow, lecz uporzadkowana wedtug okreslonego kryterium. Przyktadowo, lista
2,1,3, 1,5, 8 po uporzadkowaniu w kolejnosci rosnacej bedzie mieé postac 1, 1, 2, 3, 5, 8. Naj-
bardziej intuicyjng miara rozmiaru danych wejsciowych jest liczba elementéw w liscie, czyli dfu-
gos¢ listy wejsciowej. Kryterium dlugosci listy wejsciowej jako rozmiaru danych jest adekwatne
w przypadku wielu algorytmow, dlatego w niniejszej ksiazce bedziemy je stosowa¢ domyslnie —
poza sytuacjami, w ktorych wyraznie bedziemy sygnalizowaé odstgpstwo od tej zasady.

Przyjeto si¢ oznaczaé przez T(n) czas wykonywania programu, gdy rozmiar danych wejscio-
wych wynosi n. Przyktadowo, niektére programy wykonuja si¢ w czasie T(n) = cn’, gdzie ¢ jest
pewna stata. Nie precyzuje si¢ jednostki, w ktdrej wyraza si¢ wielkos¢ 7(n), wygodnie jest przyjaé,
ze jest to liczba instrukcji wykonywanych przez hipotetyczny komputer.

Dla niektorych programow czas wykonania moze jednak zaleze¢ od szczegélnej postaci danych,
nie tylko od ich rozmiaru. W takiej sytuacji 7(n) oznacza pesymistyczny czas wykonania (tzw. naj-
gorszy przypadek — ang. worst case), czyli maksymalny czas wykonania dla (statystycznie) wszyst-
kich mozliwych danych o rozmiarze n. Poniewaz najgorszy przypadek stanowi sytuacje skrajna,
definiuje si¢ takze Sredni czas wykonania oznaczany przez T,,(n) i stanowiacy wynik (statystycznego)
usrednienia czasu wykonania wszystkich mozliwych danych rozmiaru . To, ze T,4(n) stanowi miarge
bardziej obiektywna niz czas pesymistyczny, staje si¢ niekiedy zrédlem biednego zatozenia, ze
wszystkie mozliwe postaci danych wejsciowych sa jednakowo prawdopodobne. W praktyce okreslenie
sredniego czasu wykonania bywa znacznie trudniejsze, niz okreslenie czasu pesymistycznego zar6wno
ze wzgledu na trudnos$ci zwiazane z ,,matematycznym podej$ciem” do problemu, jak i z powodu
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niezbyt precyzyjnego znaczenia okreslenia ,.$redni”. Z tego wtasnie wzgledu przy szacowaniu zto-
zonosci czasowej algorytmoéw bedziemy raczej bazowaé na czasie pesymistycznym, ale bedziemy
uwzgledniaé czas Sredni w sytuacjach, w ktérych da si¢ to uczynic.

Zatrzymajmy si¢ teraz nad punktami 2. i 3. przedstawionej listy, zgodnie z ktorymi czas wykona-
nia programu zalezny jest zarowno od uzytego kompilatora, jak i konkretnego komputera. Zaleznos¢
ta uniemozliwia okreslenie czasu wykonania w sposob konwencjonalny, np. w sekundach, mozemy
to uczyni¢ jedynie w kategoriach proporcjonalnosci, moéwiac na przyklad, ze ,,czas sortowania babel-
kowego proporcjonalny jest do n””. Stata bedaca wspotczynnikiem tej proporcjonalnosci pozostaje
wielka niewiadoma, zalezna i od kompilatora, i od komputera oraz kilku innych czynnikdw.

Notacja ,,duzego O i,,duzej omegi”

Wygodnym s$rodkiem wyrazania funkcyjnej ztozonosci czasowej algorytmu jest tzw. notacja ,,du-
zego O”. Mowimy na przyklad, ze ztozonos$¢ programu 7{(n) jest rzedu ,,duzego O od n-kwadrat”
i zapisujemy to w postaci 7(n) = O(n*). Formalnie oznacza to, Ze istnieja takie state dodatnie ¢ i n,

ze dla kazdego n > ny zachodzi T(n) < cn’.

Przyklad 1.4. Zalézmy, ze T(0) = 1, T(1) = 4 i og6lnie T(n) = (n+1)>. Widzimy wiec, ze T(n) = O(n°)
oraz ny=11ic = 4. Istotnie, dla n > 1 mamy (n+1)2 <4n?, co Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢. Zauwaz,
ze nie mozna przyja¢ no = 0, gdyz 7(0) = 1 nie jest mniejsze od c0* = 0 dla zadnego c. []

Przyjmujemy, ze funkcje ztozono$ci czasowej okreslone sa w dziedzinie nieujemnych liczb
catkowitych, a ich wartosci sa takze nieujemne, chociaz niekoniecznie caltkowite. Mowimy, ze
T(n) = O(f(n)), jezeli istnieja takie state c i ny, ze dla kazdego n > n, zachodzi T(n) < cf{n). O pro-
gramie, ktorego ztozonos¢ czasowa jest O(f(n)) méwimy, ze ma on tempo wzrostu f{n).

Przyklad 1.5. Funkcja 7(n) = 3n°+2n” jest O(n’). Istotnie, zatozmy no = 0 i ¢ = 5. Latwo pokazac,
ze 3n’+2n* < 5n° dla kazdego n > 0. Zauwaz, ze O(n"*) byltoby dla tej funkcji réwniez oszacowa-
niem poprawnym, jednak mniej precyzyjnym’.

Udowodnimy, ze funkcja 3" nie jest O(2"). Zal6zmy mianowicie, Ze istnieja takie state ny i c,
ze dla kazdego n > ny zachodzi 3" < ¢2". Musiatoby wowczas zachodzi¢ ¢ > (3/2)" dla kazdego n > n,
gdy tymczasem wielkos¢ (3/2)" rosnie nieograniczenie wraz ze wzrostem #, nie istnieje wigc stata
ograniczajaca ja od gory. []

Stwierdzenie ,,7(#n) jest O(f(n))” albo ,,7(n) = O(f(n))” oznacza, ze funkcja f(n) stanowi gérne
ograniczenie tempa wzrostu 7(#). Na oznaczenie dolnego ograniczenia ztozonosci czasowej wprowa-
dzono notacje ,.duzej omegi”®. Méwimy, ze ,,T(n) jest omega od g(n)” i zapisujemy to T(n) = Q(g(n)),
co formalnie oznacza, ze istnieje taka stata dodatnia ¢, ze dla nieskonczenie wielu wartosci n za-

chodzi T(n) = cg(n).

> Kwestia ta zostala szczegétowo wyjasniona na stronach 17 — 18 ksiazki Algorytmy i struktury danych
z przyktadami w Delphi, wyd. Helion 2000 — przyp. tium.

© Zwroé uwage na asymetrie miedzy definicjami ,,duzego O” i ,,duzej omegi” — w pierwszym przypadku
méwi si¢ o wszystkich n > ny, w drugim o nieskonczenie wielu. Asymetria ta bywa bardzo czesto uzyteczna,
poniewaz istniejg szybkie algorytmy, ktore jednak dla szczegdlnych wartosci danych wejsciowych stajg si¢
bardzo powolne. Przyktadowo, algorytm sprawdzajacy, czy dhugos¢ listy danych wejsciowych wyraza sig
liczba pierwsza, wykonuje si¢ bardzo szybko, jezeli dtugosc ta jest liczbg parzysta; w tej sytuacji nie mozemy
podaé dolnego ograniczenia obowigzujacego dla wszystkich n > ny, mozemy jednak ustali¢ takie, ktore obo-
wiazuje dla nieskonczenie wielu z nich.
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Przyklad 1.6. Aby sprawdzi¢, czy funkcja T(n) = n*+2n” jest Q(n’), zatézmy ¢ = 1; wtedy T(n) > cn’
dlan=0,1, ...

Zatézmy teraz, ze T(n) = n dla n nieparzystych i 7(n) = #*/100 dla n parzystych. Jezeli przyj-
miemy ¢ = 1/100, to dla wszystkich parzystych » (czyli dla nieskonczonej ich ilosci) otrzymamy
T(n) = cn?, czyli T(n) < cn®, wiee T(n) jest Q(n*). [

Tyraniczne tempo wzrostu

Przy porownywaniu ztozonosci czasowej dwoch programdw ignoruje si¢ zazwyczaj statq propor-
cjonalnosci; przy tym zatozeniu program o ztozonosci O(r”) jest ,lepszy” od rozwiazujacego ten sam
problem programu o ztozonosci O(r’). Jak wezesniej stwierdzili$my, stala proporcjonalnosci w funkcji
ztozonosci czasowej odzwierciedla konsekwencje uzycia okreslonego kompilatora i uruchomienia
programu na komputerze o okreslonej szybkosci. Nie jest to jednak do konca prawda, poniewaz swoj
wklad do owej stalej proporcjonalnosci wnosza tez... same algorytmy. Zatézmy na przyktad, ze
dwa rézne programy rozwiazuja ten sam problem rozmiaru’ n w czasie (odpowiednio) 100n* i 51°
milisekund (na tym samym komputerze, przy uzyciu tego samego kompilatora). Czy drugi z tych
programow moze by¢ lepszy od pierwszego?

Odpowiedz na to pytanie zalezy od spodziewanego rozmiaru danych, jakie przyjdzie przetwarzaé
obydwu programom. Nieréwnos¢ 57° < 100n” spetniona jest dla n < 20, zatem dla danych niewielkich
rozmiarow drugi program bedzie zdecydowanie lepszy — zwlaszcza przy czestym uruchamianiu —
mimo wiekszego tempa wzrostu. Gdy jednak rozmiar danych zaczyna wzrasta¢, wyktadniki poteg
staja sie coraz bardziej istotne — drugi program jest przeciez 57°/100n* = n/20 razy wolniejszy, czyli
przewaga pierwszego programu pod wzgledem szybkosci obliczen jest proporcjonalna do rozmiaru
danych. Ttumaczy to preferowanie samego tempa wzrostu programu i przywigzywanie znacznie
mniejszej wagi do statych proporcjonalnosci.

Innym waznym czynnikiem, ktéry przemawia przynajmniej za poszukiwaniem algorytmow
o jak najmniejszym tempie wzrostu, jest okreslenie, z jakiego rozmiaru danymi jest w stanie sku-
tecznie poradzi¢ sobie dany algorytm w danych warunkach, czyli na okreslonym komputerze przy
uzyciu okreslonego kompilatora. Nieustanny postep technologiczny i zwigkszajace si¢ wceiaz szybkosci
komputeréw sg rowniez przyczyna powierzania komputerom coraz bardziej ztozonych zagadnien.
Jak za chwilg zobaczymy, jedynie w przypadku algorytméw o niewielkiej ztozonosci w rodzaju O(n)
czy O(n log n) zwigkszenie szybkosci komputera ma znaczacy wptyw na wzrost rozmiaru problemu
mozliwego do rozwigzania (w okreslonym czasie).

Przyklad 1.7. Na rysunku 1.6 pokazano graficzne przedstawienie czasu (mierzonego w sekundach)
wykonania programéw o rdznej ztozonosci czasowej (kompilowanych tym samym kompilatorem
i uruchamianych na tym samym komputerze). Przypusé¢my, ze mamy do dyspozycji 1000 sekund.
Jak duzy rozmiar danych zdolny jest w tym czasie przetworzy¢ kazdy z programoéw?

Jak tatwo odczytaé z przedstawionego wykresu, rozmiar probleméw mozliwych do rozwia-
zywania przez kazdy z programoéw w czasie 1000 sekund jest mniej wiecej taki sam. Zatozmy teraz,
ze bez zadnych dodatkowych kosztow udato nam si¢ wygospodarowaé czas 10 razy wigkszy lub,
co na jedno wychodzi, otrzymaliSmy dziesigciokrotnie szybszy komputer. Jak w tej sytuacji zmieni
si¢ maksymalny rozmiar problemu mozliwego do rozwiazywania?

7 Okreslenie ,,problem rozmiaru n” jest tu wygodnym skrotem okreslajacym ,,dane rozmiaru n przetwa-
rzane przez program rozwiazujacy problem” — przyp. tum.
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T(n)

3000

2000

1000

RYSUNEK 1.6.
Ztozono$¢ czasowa
czterech programéw

Zestawienie widoczne w tabeli 1.3 nie pozostawia zadnych watpliwosci. Przewaga programu
o ztozonos$ci O(n) jest wyraznie widoczna, jego mozliwosci wzrastaja dziesigciokrotnie. Pozostate
programy prezentujg si¢ pod tym wzgledem mniej imponujaco, poniewaz wielkos¢ problemow
mozliwych do rozwiazywania przez nie wzrasta tylko nieznacznie. Szczeg6lnie program o ztozonosci
O(2") zdatny jest do rozwigzywania jedynie problemow o niewielkich rozmiarach.

TABELA 1.3.
Wzrost maksymalnego rozmiaru mozliwego do rozwiazania problemu
w rezultacie dziesigciokrotnego przyspieszenia komputera

Ztozonos$c¢ Komputer Komputer Wzgledny przyrost
czasowa T(n) oryginalny | dziesigciokrotnie szybszy rozmiaru problemu
100n 10 100 10,0
5n° 14 45 32
n’2 12 27 23
2" 10 13 1,3

Mozna w pewnym sensie odwrdcic t¢ sytuacje, pordwnujac czas potrzebny na rozwiazanie
(przez kazdy z programéow) problemu o rozmiarze dziesigciokrotnie wigkszym (w poréwnaniu do
tego, jaki rozwiazuja one w czasie 1000 sekund).

Z tabeli 1.4 wynika niezbicie, Ze najszybsze nawet komputery nie s3 w stanie pomniejszy¢
znaczenia efektywnych algorytméw. []

TABELA 1.4.

Wzrost czasu wykonania programu odpowiadajacy dziesigciokrotnemu zwigkszeniu rozmiaru problemu
Ztozono$¢ czasowa T(n) Rozmiar problemu Czas wykonania Wzgledny przyrost

programu (s) czasu wykonania

100n 100 10 000 10
5n 140 100 000 100
n’f2 120 1 000 000 1000
2" 100 1030 (= 3%1022 lat) 1029

Dochodzimy tym samym do nieco paradoksalnej konkluzji. Ot6z w miare, jak komputery
stajq si¢ coraz szybsze, jednoczesnie pojawiajq si¢ coraz bardziej ztozone problemy (a raczej chec
wykorzystania komputeréw do ich rozwiazania). To, w jakim stopniu wzrost mocy obliczeniowej
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przektada si¢ na wzrost rozmiaru probleméw mozliwych do rozwiazania, zalezy przede wszystkim
od ztozonosci czasowej uzywanych algorytmow. Nieustajacy postep technologiczny nie tylko wigc
nie zwalnia z poszukiwania efektywnych algorytmow, lecz nadaje mu coraz wigksze znaczenie! —
nawet jesli wydawatoby sig, Ze powinno by¢ odwrotnie.

Szczypta soli...

Mimo fundamentalnego znaczenia ztozonosci czasowej, istnieja przypadki, gdy nie jest ona jedynym
ani tez najwazniejszym kryterium wyboru algorytmu. Oto kilka przyktadowych sytuacji, w ktorych
gldwna role odgrywaja inne czynniki.

(1) Jezeli program ma by¢ uzyty tylko raz lub kilka razy badz ma by¢é wykorzystywany sporadycznie,
koszty jego wytworzenia i przetestowania znacznie przewyzsza¢ beda koszt zwigzany z jego
uruchamianiem. O wiele wazniejsze od efektywnosci algorytmu jest wowczas jego poprawne
zaimplementowanie w prosty sposob.

(2) Tempo wzrostu czasu wykonania programu, wyrazone przez notacj¢ ,,duzego O” algorytmu
staje si¢ czynnikiem krytycznym w przypadku asymptotycznym, czyli wtedy, gdy rozmiar pro-
blemu zaczyna zmierza¢ do nieskonczonosci. Dla malych rozmiaréw istotne staja si¢ wspot-
czynniki proporcjonalnosci (w funkcji ztozonosci czasowej) — duzy wspodtczynnik propor-
cjonalnosci moze ,,zrekompensowac” szybkos¢ wynikajaca z matego wyktadnika potegi. Istnieje
wiele algorytmdw, np. algorytm Schonhagego-Strassena mnozenia liczb catkowitych [1971],
ktére pod wzgledem zlozonosci asymptotycznej sa zdecydowanie lepsze od konkurentéw, lecz
duze wspdtczynniki proporcjonalnosci dyskwalifikujq je pod wzgledem przydatnosci do roz-
wiazywania problemow pojawiajacych si¢ w praktyce.

(3) Skomplikowane algorytmy nietatwo zrozumie¢, a tworzone na ich bazie programy sa trudne
do konserwacji i rozwijania dla osob, ktore nie sg ich autorami. Jezeli szczegoty danego algo-
rytmu sg powszechnie znane w danym $rodowisku programistow, mozna bez obaw algorytm ten
wykorzystywaé. W przeciwnym razie moze si¢ okazaé, ze opdznienia i straty wynikle z niezro-
zumienia lub, co gorsza, z blednego zrozumienia algorytmu moga zniweczy¢ wszelkie korzysci
wynikajace z jego efektywnosci.

(4) Znane sg sytuacje, w ktorych efektywne czasowo algorytmy wymagaja znacznych ilosci pa-
miegci. Wiazaca si¢ z tym koniecznos¢ wykorzystania pamigci zewnetrznych (np. do implemen-
tacji pamigci wirtualnej) moze drastycznie obnizy¢ szybkos¢ realizacji programu, niezaleznie
od efektywnosci samego algorytmu.

(5) W algorytmach numerycznych wzgledy doktadnosci i stabilnosci sa zwykle nieporéwnywalnie
wazniejsze od szybkosci obliczen.

1.5. Obliczanie czasu wykonywania programu

Okreslenie czasu wykonania danego programu, nawet tylko z doktadno$cia do statego czynnika,
moze stanowi¢ skomplikowany problem matematyczny. Na szczescie, w wigkszos$ci przypadkow
spotykanych w praktyce wystarczajace okazuje si¢ zastosowanie kilku niezbyt skomplikowanych
regut. Zanim przejdziemy do ich omowienia, zatrzymajmy sie na chwilg na zagadnieniu pomocni-
czym — dodawaniu i mnozeniu na gruncie notacji ,,duzego O”.
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Zatozmy, ze Ti(n) = O(f(n)) i Tr(n) = O(g(n)) sa czasami wykonania dwoch fragmentéw pro-
gramu, odpowiednio, P; i P,. Laczny czas wykonania obydwu fragmentow, kolejno P, i P,, wynosi
wowczas T(n)+T5(n) = O(max(f(n), g(n))). Aby przekonac sig, ze jest tak istotnie, zdefiniujmy cztery
state: ¢y, ¢, ny, 1 1y takie, ze dla n > ny zachodzi T(n) < cf(n) 1, odpowiednio, dla n > n, zachodzi
T>(n) < cpfin). Niech ny = max(n;, n,). Jezeli n > ny, wtedy Ti(n)+T>(n) < cifin)tcyg(n) < (c1tcy)x
max(f(n), g(n)), czyli dla kazdego n > ny zachodzi Ti(n)+T5(n) < coxmax(f{n), g(n)), gdzie cy = ¢, +c».
Oznacza to (bezposrednio na podstawie definicji), ze Ti(n)+T5(n) = O(max(f(n), g(n))).

Przyklad 1.8. Opisana powyzej regule sum wykorzysta¢ mozna do obliczenia ztozonosci czaso-
wej sekwencji fragmentéw programu, zawierajacego petle 1 rozgatezienia. Zatdozmy mianowicie,
7e czasy wykonania trzech fragmentéw wynosza, odpowiednio, O(n%), O(r’) i O(n log n). Laczny
czas wykonania dwdch pierwszych krokow wyniesie wowczas O(max(n’, n°)) = O(n’), zas taczny
czas wykonania wszystkich trzech — O(max(r’, n log n)) = O(n’). O]

W ogdlnym przypadku czas wykonania ustalonej sekwencji krokow réwny jest, z doktadnoscia
do statego czynnika, czasowi kroku wykonywanego najdiuzej. Niekiedy zdarza sie, ze dwa kroki pro-
gramu (lub wigksza ich liczba) sa w stosunku do siebie niewspofmierne pod wzgledem czasu wyko-
nania. Czas ten nie jest ani rdwny, ani tez systematycznie wigkszy w przypadku ktorego$ z krokdw.
Dla przyktadu rozpatrzmy dwa kroki o czasie wykonania, odpowiednio, f{n) i g(r), gdzie:

n* dlanparzystych n® dlanparzystych
f(n)={2 ()=

n~ dlannieparzystych n’ dlannieparzystych
Regute sum nalezy zastosowac¢ w sposob bezposredni. Laczny czas wykonania wspomnianych krokow
réwny bedzie O(max(n*, n*)) = O(n*) dla n parzystych oraz O(max(n’, n’) = O(r’) dla n nieparzystych.

Innym pozytecznym wnioskiem z reguly sum jest to, ze w sytuacji, w ktorej g(n) < f(n) dla
wszystkich n > ng, O(fin)+g(n)) jest tym samym, co O(f{n)). Na przyktad O(n*+n) oznacza to sa-
mo, co O(n°).

W podobny sposdb formutuje si¢ regufe iloczynow. Jezeli Ti(n) = O(fn)) 1 Tr(n) = O(g(n)), to
Ti(n) T(n) réwne jest O(f(n)g(n)), co dociekliwy Czytelnik zweryfikowaé moze samodzielnie w taki
sam sposob, jak zrobiliSmy to w przypadku reguly sum. W szczegolnosci O(cf(n)) jest tym samym,
co O(f(n)) (c jest tu dowolng statg dodatnia).

Przed przystapieniem do omawiania ogolnych regut analizy czasu wykonywania programow,
przyjrzyjmy si¢ prostemu przyktadowi ilustrujacemu wybrane elementy rzeczywistego procesu.

Przyklad 1.9. Na listingu 1.4 widoczna jest procedura bubble sortujaca tablicg liczb rzeczywistych
w kolejnosci rosnacej, metoda sortowania bgbelkowego (ang. bubblesort). Kazde wykonanie petli
wewngtrznej powoduje przesunigcie najmniejszych elementéw w kierunku poczatku tablicy.

LISTING 1.4.
Procedura sortowania babelkowego

procedure bubble( var A: array [1..n] of integer );
{ bubbTe sortuje tablice A w kolejno$ci rosnacej }

var
7, J. temp: integer;
begin

{1} for 7 :=1 to n-1 do

{2} for j := n downto j+I do

{3} if A[J-1] > A[J] then begin
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{zamien miejscami A[j-11 z A[j1}

temp = ALJj-11;
{4} ALJ-11 = ALJY;
{5} ALJ] = temp;
{6} end;

end; {bubble}

Rozmiar sortowanej tablicy, czyli liczba elementow do posortowania, jest tu niewatpliwie wia-
rygodna miara rozmiaru problemu. Oczywiscie, kazda instrukcja przypisania wymaga pewnego statego
czasu, niezaleznego od danych wejsciowych; kazda z instrukcji {4}, {5} i {6} wykonuje si¢ wiec
w czasie O(1), czyli O(0) (O(c) = O(0) dla dowolnej statej c). Laczny czas wykonania tych instrukcji
réwny jest — na mocy reguly sum — O(max(1, 1, 1)) = O(1) = O(0).

Przyjrzyjmy sie teraz instrukcjom petli i instrukcji warunkowej. Instrukcje te sa zagniezdzone,
musimy wiec zaczaé analiz¢ od najbardziej wewngtrznej z nich. Testowanie warunku instrukcji if
wymaga O(1) czasu. Jezeli chodzi o ciato tej instrukcji, czyli instrukcje uwarunkowane {4}, {5} i {6},
nie sposob z gdry przewidzied, ile razy zostang wykonane. Zatozymy wigc pesymistycznie, ze beda
wykonywane zawsze, w czasie O(1). Zatem koszt wykonania catej instrukcji if wynosi O(1).

Przemieszczajac si¢ na zewnatrz, natrafiamy na wewnetrzna petle for (wiersze {2} — {6}).
Ogolnie rzecz ujmujac, czas wykonania petli for jest suma czasu wykonania poszczegdlnych jej
,,Obrotow”, przy czym musimy jeszcze doda¢ O(1) czasu w kazdym obrocie, potrzebnego na zwigk-
szenie i testowanie zmiennej sterujacej oraz skok do poczatku petli. Kazdy obrét wspomnianej petli
wymaga wiec O(1) czasu, liczba obrotow réwna jest natomiast O(n—i) (i jest warto$cig zmiennej
sterujacej petli zewngetrznej). Daje to taczny czas wykonania petli O((n—i)* 1) = O(n—i).

Dochodzimy wreszcie do petli zewngtrznej (wiersze {1} — {6}). Wykonuje si¢ ona n—1 razy,
tak wiec taczny czas jej wykonania wynosi O(k), gdzie k réwne jest:

S (n—iy=n(n-1/2=n*12-n/2

Procedura bubble wykonuje si¢ w czasie O(n°). W rozdziale 8. przedstawimy inne algorytmy sor-
towania, dziatajace w czasie O(n log n), a zatem efektywniejsze®, gdyz log » jest mniejsze od n. [J

Zanim przejdziemy do omawiania ogélnych regul analizowania ztozonosci obliczeniowej, przy-
pomnijmy, ze precyzyjne okreslenie gornego ograniczenia tej ztozonosci, cho¢ czasami bardzo tatwe,
to w wielu wypadkach moze stanowi¢ prawdziwe wyzwanie intelektualne.

Nie sposob zreszta podac jakiego$ kompletnego zbioru regut tego procesu. Ograniczymy si¢
tylko do wymienienia pewnych wskazdéwek i koncepcji ilustrowanych stosownymi przyktadami.
Czas wykonania okreslonej instrukcji lub grupy instrukcji uzalezniony jest od rozmiaru danych wej-
Sciowych i opcjonalnie od wartosci jednej zmiennej lub wielu zmiennych. Natomiast jedynym do-
puszczalnym parametrem wplywajacym na czas wykonania calego programu jest rozmiar danych
wejsciowych.

(1) Czas wykonania instrukcji przypisania, wezytywania lub wypisywania danych przyjmuje si¢
jako O(1). Od tej zasady istnieje kilka wyjatkéw. Po pierwsze, niektdre jezyki, w tym Pascal,
dopuszczaja kopiowanie catych tablic (by¢ moze do$¢ duzych) za pomoca pojedynczej instrukcji
przypisania. Po drugie, prawa strona instrukcji przypisania zawiera¢ moze wywotanie funkcji,
ktdrej czasu wykonania nie mozna pominac.

8 Wszystkie uzywane w tej ksiazce logarytmy maja podstawe 2, chyba ze wyraznie zaznaczona zostata inna.
Dla notacji ,,duzego 0” podstawa logarytmu i tak nie ma znaczenia, poniewaz zmiana podstawy logarytmu
réwnoznaczna jest z pomnozeniem jego wartosci przez staty czynnik: log,n = clogyn, gdzie ¢ = log,b.
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(2) Czas wykonania sekwencji instrukcji okreslony jest przez regut¢ sum z doktadnoscia do statego
czynnika. Jest on rowny czasowi wykonania tej instrukcji, ktora wykonuje si¢ najdtuze;.

(3) Na czas wykonania instrukcji if sktada si¢ czas wykonania instrukcji uwarunkowanej i czas
wartosciowania wyrazenia warunkowego — ten ostatni przyjmuje si¢ zwykle jako O(1). Czas
wykonania instrukcji if-then-else oblicza si¢ natomiast jako sume czasu wartosciowania wy-
razenia warunkowego oraz czasu wykonania tej sposrdd sekcji uwarunkowanych, ktéra wy-
konuje si¢ dtuzej.

(4) Czas wykonania petli jest suma wykonania wszystkich jej obrotow. Na czas wykonania jednego
obrotu sktada si¢ czas wykonania ciata petli oraz czas czynnosci pomocniczych zwiazanych
z obsluga zmienne;j sterujacej i skokiem do poczatku petli (zaktada si¢, ze owe czynnosci po-
mocnicze wykonywane sa w czasie O(1)). Czesto czas wykonania petli oblicza si¢, mnozac
liczb¢ wykonywanych obrotéw przez najwigkszy mozliwy czas wykonania pojedynczego obrotu,
ale czasami nie mozna z géry ustali¢ liczby wykonywanych obrotow, zwtaszcza w przypadku
petli nieskonczonej.

Wywotania procedur

Jezeli mamy do czynienia z programem, w ktérym zadna z procedur nie jest rekurencyjna’, mozemy
rozpocza¢ analizowanie czasu wykonania od tych procedur, ktére nie wywoluja zadnych innych
procedur (oczywiscie, wywotanie funkcji w wyrazeniu réwniez uwazane jest tu za ,,wywolanie
procedury™), a co najmniej jedna taka procedura musi istnie¢, skoro wszystkie sa nierekurencyjne'.

° Tzn. nie odwoluje si¢ do samej siebie ani bezposrednio, ani posrednio.
10 Warunek nierekurencyjnosci procedur jest warunkiem za stabym, by opisane postepowanie moglo si¢ udaé,
czego przyktadem jest chociazby sekwencja:
var
ster: boolean;

procedure A;
begin

if ster
then
B;
end;

procedure B;
begin

if not ster
then
A;
end;

begin
ff.ster then A else B;

end.

Whbrew pozorom nie mamy tutaj do czynienia z rekurencja, lecz nie ma procedury, ktéra ,,nie wywolywataby
zadnych innych”. Autorzy piszac o rekurencji mieli zapewne na mysli takze jej pozory, jak powyzszy przy-
ktad — przyp. tium.
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W kolejnych krokach analizujemy te procedury, ktdre odwotuja si¢ wytacznie do procedur o obli-
czonej juz ztozonosci, i proces ten kontynuujemy az do przeanalizowania wszystkich procedur.

Kiedy niektdére (lub wszystkie) procedury programu sg rekurencyjne, nie jest mozliwe usta-
wienie ich w opisanym powyzej porzadku. Nalezy zatem uzna¢ ztozonos$¢ czasowsq T(n) danej pro-
cedury za niewiadoma funkcj¢ zmiennej 7, po czym sformutowac i rozwiaza¢ rownanie rekuren-
cyjne okreslajace te funkcje. Istnieje wiele sposobow analizowania rdéznego rodzaju zalezno$ci
rekurencyjnych. Niektorymi z nich zajmiemy si¢ w rozdziale 9., natomiast w tym miejscu zapre-
zentujemy jedynie obliczanie ztozonosci prostego programu rekurencyjnego.

Przyklad 1.10. Widoczna na listingu 1.5 funkcja fact dokonuje rekursywnego obliczania funkcji
Ain) =n! (n! to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do ).

LISTING 1.5.
Rekurencyjne obliczanie funkcji silnia

function fact( n: integer) : integer;
{ fact(n) rowne jest n! }

begin
{1} if n <= 1 then
{2} fact =1
else
{3} fact :=n * fact(n-1)
end; {fact}

Miara rozmiaru problemu dla tej funkcji jest oczywiscie jej argument — oznaczmy zatem
przez T(n) czas wykonywania si¢ tej funkcji dla argumentu n. Instrukcje w wierszach {1} i {2}
wykonuja si¢ oczywiscie w czasie O(1), za$ instrukcja w wierszu {3} w czasie O(1)+T(n—1). Dla
pewnych statych ¢ i d mamy wigc:

{C+T(n—1) dlan>1
T(n)= (1.1)

d dlan<1
Zaktadajac, ze n > 2, mozemy rozwina¢ wzor (1.1) do postaci:
T(n) =2c+T(n-2) (dlan>2)

poniewaz T(n—1) = ¢+T(n-2), o czym mozna si¢ przekonaé, zmieniajac we wzorze (1.1) n na n—1.
Korzystajac z kolei z zaleznosci:

T(n-2)=ctT(n-3) (dlan>3)
mozemy napisac:

T(n)=3c+T(n-3) (dlan>3)
i ogdlnie:

T(n) = ictT(n—i) (dlan>1i)
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Ostatecznie, dla i = n—I otrzymamy:
T(n) = c(n—1)+T(1) = c(n—1)+d (1.2)

Zatem, zgodnie ze wzorem (1.2), T(n) = O(n). Zauwaz, ze dla celéw naszej analizy przyjelismy, ze mno-
zenie dwoch liczb calkowitych realizuje si¢ w czasie O(/). ZatoZenie to moze nie by¢ stuszne, jezeli n
bedzie tak duze, ze bedziemy musieli uzywac wielosfowowej reprezentacji liczb catkowitych. [

Zaprezentowana tutaj ogdlna metoda rozwiazywania réwnan rekurencyjnych polega na suk-
cesywnym zastgpowaniu po prawej stronie rownania wartosci 7(k) wartosciami 7(k—1) tak dhugo, az
dla jakiego$ argumentu x warto$¢ 7{(x) wyrazona zostanie nierekurencyjnie. Jezeli nie bgdzie mozliwe
doktadne oszacowanie poszczegolnych wartosci 7(k), mozemy postuzy¢ si¢ ich gornymi ograni-
czeniami, a otrzymany wynik tez bedzie wowczas gornym ograniczeniem na 7(n).

Programy z instrukcjami GOTO

Omawiane dotychczas metody analizy ztozonoS$ci czasowej przeznaczone sa zasadniczo dla pro-
gramow, ktorych struktura opiera si¢ wyltacznie na petlach i rozgatezieniach, poniewaz za pomoca
reguty sum i reguly iloczyndw mozna tatwo analizowac¢ ich sekwencje i zagniezdzenia. T¢ wy-
godna regularnos$¢ zepsu¢ moga (i zazwyczaj psuja) instrukcje skoku (goto) znacznie utrudniajace
wszelka analiz¢ kodu. Stanowi to argument przemawiajacy za unikaniem instrukcji goto, a przy-
najmniej za ich umiarkowanym uzywaniem. W wielu przypadkach okazuja si¢ one niezbedne, na
przykiad wtedy, gdy trzeba przedwczesnie zakonczy¢ petle while, for i repeat. W jezyku Pascal
bowiem, w przeciwienstwie do jezyka C, nie ma instrukcji break i continue'’.

Sugerujemy nastepujace podejscie do analizowania instrukcji goto realizujacych ,,wyskok™ z petli
i prowadzacych bezposrednio za petle — to bodaj jedyny usprawiedliwiony sposdb ich uzycia.
Z reguly instrukcja goto w petli wykonywana jest w sposob warunkowy, dlatego mozemy zatozy¢,
ze odnosny warunek nigdy nie wystapi i petla wykona si¢ w sposdb kompletny. Jako ze skok wy-
wolany przez instrukcj¢ goto prowadzi do instrukcji wystgpujacej bezposrednio po petli — czyli tej
instrukcji, ktora wykonuje si¢ jako pierwsza po ,,normalnym” wykonaniu petli — zatozenie takie
nigdy nie prowadzi do zanizenia pesymistycznej zlozonosci czasowej. Niebezpieczenstwo takie
pojawitoby si¢ jednak, gdyby instrukcja goto byta faktycznie zakamuflowana instrukcja petli. Bywaja
natomiast (rzadkie co prawda) sytuacje, w ktorych takie ,,zachowawcze” ignorowanie instrukcji goto
prowadzi do zawyzenia ztozono$ci pesymistyczne;j.

Nie chcieliby$Smy stwarza¢ wrazenia, ze instrukcja goto prowadzaca wsfecz sama z siebie czyni
kod programu niezdatnym do analizy. Tak dlugo, jak ,,zapetlenia” powodowane przez instrukcje
skoku maja ,,rozsadna” strukture — to znaczy sa zupelnie roztaczne badz zagniezdzone w sobie —
opisane w tym rozdziale techniki analizy mozna z powodzeniem stosowa¢ (chociaz osoba doko-
nujaca analizy musi upewnic si¢, czy owe ,,zapetlenia” nie kryja w sobie jakich$ niespodzianek).
Uwaga ta odnosi si¢ szczegdlnie do jezykow pozbawionych petli warunkowych, jak np. Fortran.

"' Uwaga ta dotyczy wzorcowego jezyka Pascal. W 1992 roku ukazata sie wersja 7. Turbo Pascala, zawie-
rajaca wspomniane instrukcje. Niezaleznie jednak od tego istnieja sytuacje, w ktorych ,,wyskok™ z glgboko
zagniezdzonej petli za pomoca instrukcji goto jest znacznie zgrabniejszy i czytelniejszy, niz mozolne ,,prze-
dzieranie si¢” przez kilka pozioméw wyrazen warunkowych. Czytelnikow zainteresowanych problematyka
rozsadnego uzywania instrukcji goto w Pascalu zachgcam do przeczytania 2. rozdziatu ksiazki Delphi 7 dla
kazdego, wyd. Helion 2003 — przyp. thum.
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Analizowanie pseudoprogramow

Techniki stosowane do analizy ztozonosci czasowej ,,prawdziwych” programéw daja si¢ takze za-
stosowac do podobnej analizy w stosunku do pseudoprograméw zawierajacych nieformalne opisy
w jezyku naturalnym — oczywiscie pod warunkiem, ze zna si¢ ztozonos$¢ czasowa czynnosci opi-
sywanych przez te nieformalne ,,instrukcje”. Ktopot polega na tym, ze jest ona na ogét silnie uza-
lezniona od implementacji, wigc w przypadku procedur zaimplementowanych polowicznie lub
niezaimplementowanych w ogdle, o ich zlozono$ci czasowej mozemy powiedzie¢ niewiele lub
zgota nic. Paradoksalnie nieznajomos¢ ta kryje w sobie pewna zalete. Decydujac si¢ mianowicie
na uzycie w programie pewnego abstrakcyjnego typu danych, nie determinujemy jeszcze ztozonosci
czasowej tego programu — ta bowiem zalezna bedzie od (dokonanego pdzniej) wyboru konkretnej
implementacji procedur zwigzanych z ADT. Ta wlasnie mozliwo$¢ wyboru jest jednym z najwaz-
niejszych argumentow przemawiajacych za uzywaniem abstrakcyjnych typéw danych.

Skoro czasy wykonania pewnych procedur wywotywanych w programie sa jak na razie nie-
znane, sama ztozonos$¢ czasowa tego programu moze by¢ traktowana jedynie jako funkcja, ktdrej
parametrami sa owe czasy wykonania, uzaleznione z kolei od ,,rozmiaréw” argumentéw przekazy-
wanych wspomnianym procedurom. Znaczenie stowa ,,rozmiar” jest zawsze sprawa konkretnego
przypadku i interpretacji osoby dokonujacej analizy, chociaz wybrany model matematyczny zazwy-
czaj wskazuje najbardziej trafne podejscie w tym wzgledzie. Jezeli na przyktad argument przekazany
do procedury jest zbiorem danych (SET), najbardziej odpowiednia miarg jego ,,rozmiaru” jest liczba
zawartych w nim elementéw. W kolejnych rozdziatach ksiazki przedstawimy wiele podobnych przy-
ktadow zwiazanych z analizg rozmaitych pseudoprogramow.

1.6. Dobre praktyki programowania

Istnieje kilka dobrych i sprawdzonych praktyk, ktorych warto przestrzega¢ przy projektowaniu algo-
rytmow i ich implementowaniu w postaci programow. Niestety, w powszechnym odczuciu sg one
traktowane raczej jako banalne, a o ich prawdziwosci mozna si¢ dopiero przekona¢ w przypadku
skutecznego rozwiazania jakiegos rzeczywistego problemu, nie zas droga dociekan teoretycznych.
Zamieszczamy je tutaj w glebokim przekonaniu, ze zastuguja na powazne potraktowanie, a Czy-
telnicy niniejszej ksiazki bez trudu odnajda ich odzwierciedlenie w prezentowanych przez nas
programach. Mamy nadziej¢, Zze takze w swej codziennej praktyce programistycznej poszukiwac
beda okazji do ich zastosowania.

(1) Sporzaqdz projekt programu. Jak wspominali$my na poczatku rozdziatu, kazdy program moze
by¢ poczatkowo zaprojektowany w postaci szkicu, za pomocg nieformalnych opiséw wykony-
wanych czynnosci, by poézniej, w wyniku procesu stopniowego precyzowania, doprowadzony
zostat do formalnej postaci zdatnej do wykonania na komputerze (doktadniej, do przethumaczenia
przez kompilator). Strategia ,,0d szkicu do szczegdtéw” prowadzi zazwyczaj do powstania
programu dobrze zorganizowanego, fatwego do zrozumienia, testowania i konserwacji.

(2) Zastosuj enkapsulacje danych i kodu. Abstrakcyjne typy danych i procedury wymuszaja precy-
zyjne zlokalizowanie (w konkretnych miejscach programu) definicji okre$lonych struktur danych
i fragmentéw kodu zwiazanych z okre$lonymi czynnosciami. Jezeli konieczne bedzie dokonanie
zmian w programie, tatwo bedzie wskaza¢ w kodzie odpowiednie miejsca do modyfikacji.

(3) Wykorzystaj istniejqce programy. Jedna z glownych przyczyn nieefektywnego tworzenia pro-
gramow wynika stad, ze tworzenie to czesto przypomina ,,powtérne odkrywanie Ameryki”.
Wykorzystanie istniejacych programéw i procedur (czgsto juz sprawdzonych i przetestowanych)
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jest postgpowaniem znacznie efektywniejszym, niz rozpoczynanie wszystkich dziatan od po-
czatku. Zasada ta dziata takze w druga strong, tworzac jakis program, wez pod uwage, ze by¢
moze kto$ zechce go wykorzystaé¢ w przysztosci do swych potrzeb.

(4) Bqdz kowalem swych narzedzi. W jezyku programistdw narzedziami nazywane sg programy
przeznaczone do wielokrotnego uzytku, w réznych zastosowaniach. Piszac program, zastanow
sig¢, czy nie nalezatoby nada¢ mu bardziej ogdlnej postaci i tym samym skonstruowaé narzedzie
przydatne do réznych celéw. Przyktadowo, tworzac program uktadajacy harmonogram egzami-
néw, zastanow sig, czy nie warto stworzy¢ ogdlniejszego programu rozwiazujacego problem
kolorowania grafu przy uzyciu najmniejszej liczby koloréow. Znalezienie optymalnego harmo-
nogramu sesji mogloby by¢ wowczas tylko jednym z jego zastosowan, gdyz wierzchotki grafu
reprezentowalyby grupy studentéw, rozne kolory odzwierciedlalyby rézne terminy egzaminow,
za$ potaczenie krawedzia dwoch wierzchotkdéw oznaczaloby, ze w grupach reprezentowanych
przez te wierzchotki znajduja si¢ ,,wspdlni” studenci. Zastosowanie uniwersalnego programu
rozwiazujacego problem optymalnego kolorowania grafu wykraczatoby natomiast daleko poza
problem organizacji sesji egzaminacyjnej, czego przyktad pokazalismy na poczatku rozdzia-
tu, poszukujac optymalnego sposobu sterowania ruchem na skrzyzowaniu.

(5) Wykorzystaj polecenia i programy systemu operacyjnego. Polecenia i programy systemow ope-
racyjnych zdolne sa wykona¢ wiele pozytecznych zadan, dziatajac jednak ,,w pojedynke”, ogra-
niczajg swe dziatanie do funkcji raczej elementarnych (do ktérych w koncu zostaty stworzone).
Dobrze zaprojektowany system operacyjny udostgpnia mechanizmy automatyzujace wspotprace
poszczegdlnych programdéw w taki sposob, by wyniki produkowane przez jeden z nich stawaty
si¢ danymi wejsciowymi drugiego. Zespot tak ,,potaczonych” programéw nazywamy poto-
kiem, za$ poszczegdlne programy nosza nazwe filtrow. Jezeli repertuar polecen i programow
danego systemu jest inteligentnie zaprojektowany, mozna w nim tworzy¢ potoki o zdumie-
wajacych mozliwosciach.

Przyklad 1.11. Przyktadem ciekawego potoku moze by¢ ,,program” spell, stworzony pierwotnie
przez S.C. Johnsona wylacznie z polecen systemu UNIX'%. Program ten wezytuje z pliku tekst w jezyku
angielskim i wyprowadza wszystkie wystepujace w nim wyrazy, ktorych brakuje w dotaczonym
niewielkim stowniku. Program spel] przejawia co prawda tendencj¢ do produkowania ,,falszywych
alarméw” w postaci sygnalizowania poprawnych stéw jako stéw blednych'’, lecz generowane
przez niego raporty sa na tyle krotkie, ze przy odrobinie inteligencji fatwo zorientowac sig, ktore
z wydrukowanych stéw sg rzeczywiscie btedne (tre$¢ niniejszej ksiazki zostala zweryfikowana za
pomoca programu spell).

Pierwszym filtrem uzytym w potoku (ktérym w koncu jest program spelT) jest polecenie
translate, ktore, dzigki uzyciu odpowiednich parametréw, stuzy do zamiany wielkich liter na ich
mate odpowiedniki oraz do zastepowania tzw. ,,biatych” znakéw (blanks, czyli spacji i znakdéw
tabulacji) znakami nowego wiersza. W rezultacie otrzymujemy wykaz stow wystepujacych w tek-
Scie, a wszystkie z nich pisane sa wylacznie matymi literami i kazde znajduje si¢ w osobnym wierszu.
Kolejne polecenie-filtr, sort, dokonuje posortowania tego wykazu w porzadku alfabetycznym. Kazde
ze stlow moze wystgpowaé w tekscie wiele razy, dlatego we wspomnianym wykazie moga si¢ one
powtarzaé. Aby kazde z nich wystgpowato w wykazie tylko raz, wywolywane jest polecenie unique
dokonujace eliminacji duplikatow w posortowanej liscie. Tak ,,znormalizowany” wykaz jest na-
stepnie konfrontowany ze stownikiem w celu wychwycenia tych jego pozycji, ktore nie wystepuja

12 UNIX jest znakiem towarowym firmy Bell Laboratories.

5 Im wickszy stownik, tym mniej ,,falszywych alarméw”. Mozna by uzyé¢ kompletnego stownika jezyka
angielskiego, lecz nawet dla matych stownikow wiekszos$¢é raportowanych przez program wyrazow to rezultaty
bledow ortograficznych lub tzw. literdwek, a wyrazy te stwarzaja niekiedy pozory przynaleznosci do jezyka
angielskiego, ale tak naprawdg nikt o nich nigdy nie styszat.
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w slowniku — to zadanie wykonuje polecenie d7ff, ktorego parametrem jest nazwa wspomnianego
stownika. Oto wigc kompletna tre$¢ programu-potoku spel:

spell: translate [A-Z]1 — [a-z] bDblank — newline
sort
unique
diff dictionary

Programowanie na poziomie potokéw wymaga od programistéw dyscypliny, a raczej wspar-
cia polegajacego na tym, by jak najwigcej tworzonych programéw mogto w razie potrzeby petnic¢
rolg filtréw. W ostatecznym rozrachunku, mierzonym stosunkiem osiagnietych efektow do wtozo-
nego wysitku, postepowanie takie na dtuzsza mete naprawde sie optaca. []

1.7. Super Pascal

Wigkszo$¢ prezentowanych w tej ksiazce programdw zapisanych zostalo w jezyku Pascal. Aby
uczynic¢ je bardziej czytelnymi, uzyliSmy trzech konstrukcji, ktore nie wystepuja w standardowym
Pascalu, tatwo je jednak mechanicznie przettumaczy¢ na t¢ jego wersje. Pierwsza z tych konstruk-
cji sa nienumeryczne etykiety — instrukcja goto output jest zdecydowanie bardziej intuicyjna niz
goto 561. Kazda z takich instrukcji fatwo doprowadzi¢ do ,,standardowe;j” postaci, zastgpujac kaz-
da nienumeryczna etykiete jej unikalnym numerycznym odpowiednikiem'* zaréwno w deklaracji,
jak i w miejscu wystapienia i we wszystkich odwotujacych sie do niej instrukcjach goto.

Druga niestandardowa konstrukcja ma posta¢ instrukcji return powodujacej natychmiastowe
zakonczenie biezaco wykonywanej procedury lub funkcji. W przypadku funkcji, parametr instrukcji
specyfikuje zwracana warto$é:

return(wyrazenie)

W standardowym Pascalu instrukcja return moze by¢ symulowana za pomoca skoku do etykiety
znajdujacej si¢ bezposrednio przed koncowa dyrektywa end:

function Fibon(n:integer):integer;
label
999;
begin
if n <=0 then
begin
Fibon = 0;
goto 999;
end;

if n < 3 then
begin
Fibon := 1;
goto 999;

14 Znakomita wiekszo$¢ uzywanych obecnie implementacji jezyka Pascal — w tym popularne Turbo Pascal
i Delphi — dopuszcza uzywanie etykiet nienumerycznych — przyp. thum.
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end;
Fibon := Fibon(n-1) + Fibon(n-2);

999:
end;

Ponizsza postaé funkcji jest jednak bardziej zwarta i czytelna'”:

function Fibon(n:integer):integer;
begin
if n <=0 then
return(0) ;

if n < 3 then
return(1);

Fibon := Fibon(n-1) + Fibon(n-2);
{ albo: return(Fibon(n-1) + Fibon(n-2)) }
end;

Przyklad 1.12. Na listingu 1.6 widoczna jest funkcja fact zapisana z uzyciem instrukcji return, na listin-
gu 1.7 zawarta zostata natomiast jej posta¢ dostosowana do wymogoéw standardowego Pascala. [

LISTING 1.6.
Funkcja fact korzystajaca z instrukcji return. ..

function fact( n: integer ) : integer;
begin
if n <=1 then
return(1)
else
return(n * fact(n-1))
end; {fact}

'S W Turbo Pascalu instrukcja return (expr) moze by¢ symulowana przez sekwencje:

begin

<nazwa funkcji> := expr;

exit;
end;
W Delphi mozna to osiagnaé jeszcze bardziej uniwersalnie:
begin

Result := expr;

exit;
end;
— przyp. thum.



1.7. SUPER PASCAL 43

LISTING 1.7.
...1 po transformacji do postaci wymaganej przez standardowy Pascal

function fact( n: integer ) : integer;
Tabel
999;
begin
if n <=1 then
begin
fact := 1;
goto 999;
end
else
begin
fact :=n * fact(n-1);
goto 999;
end;
999:
end; {fact}

Trzecie z zastosowanych przez nas rozszerzen wynika stad, ze jezyk Pascal w pewnych sytu-
acjach wymaga uzycia identyfikatora typu, nie tolerujac jego definicji in extenso. Na przyktad de-
klaracja:

function zap ( A: array[l..10] of integer ): Tcelltype;
musi by¢ zapisana w nastgpujacej postaci:

type
arrayoftenints = array[l..10] of integer;
ptrtocell = Tcelltype;

function zap ( A: arrayoftenints ): ptrtocell;

by kompilator uznat ja za poprawna. Pierwotna postac, jakkolwiek niepoprawna syntaktycznie
(cho¢ przeciez rownowazna poprawnej postaci), jest jednak bardziej zwigzta i zrozumiata intuicyjnie,
dlatego bedziemy ja konsekwentnie stosowac¢ w prezentowanych programach, a jej ewentualna trans-
formacja do wspomnianej postaci bgdzie dla Czytelnika zadaniem czysto mechanicznym.

Na koniec krétka uwaga na temat zastosowanej przez nas konwencji typograficznej w listin-
gach prezentujacych przyktadowe programy. Zarezerwowane stowa jezyka Pascal wypisywane
beda czcionka pogrubiona, nazwy typow czcionka prosta, zas nazwy zmiennych, procedur i funk-
cji czcionka pochy?a. Rozrozniaé bedziemy takze wielkie i mate litery'®.

16 Rozréznianie miedzy wielkosciami liter to w rzeczywistosci czwarte z odstepstw od standardowego
Pascala, bowiem zadna ze znanych implementacji tego jezyka nie odréznia matych i wielkich liter w zapisie
identyfikatorow i stow kluczowych. Czytelnik dokonujacy konwersji prezentowanych programéw na ktdras
z rzeczywistych implementacji Pascala musi wigc uwazaé, by nie utozsamic ze sobg roznych (biorac pod uwage
zastosowang konwencj¢) identyfikatorow — przyp. tlhum.



44 1. PROJEKTOWANIE I ANALIZA ALGORYTMOW

Cwiczenia

1.1.  Sze$¢ druzyn: Szakale, Lwy, Orty, Bobry, Tygrysy i Skunksy, przygotowuje si¢ do kolejnych
rozgrywek ligi pitkarskiej. Szakale rozegraly juz mecze z Lwami i Ortami, Lwy takze graty
juz z Bobrami i Skunksami, zas Tygrysy graty z Ortami i Skunksami. Kazda druzyna roz-
grywa tylko jeden mecz w tygodniu. Znajdz taki harmonogram rozgrywek, by kazda dru-
zyna grala z kazda i aby zajelo to jak najmniej czasu. Wskazowka. Stworz graf, ktorego
wierzchotki prezentowaé beda te pary, ktore jeszcze nie rozegraty meczu ze soba. Jezeli
poszczegolne kolory reprezentowaé beda kolejne tygodnie rozgrywek, jakie bedzie zna-
czenie krawedzi w tym grafie?

*1.2. Rozpatrz ramie¢ robota zakotwiczone na jednym koncu. Ramie¢ to ma dwa przeguby, z kt6-
rych kazdy pozwala na obrot o 90° w gore lub w dét w ptaszczyznie pionowej. Jak mogiby
wyglada¢ model matematyczny odzwierciedlajacy mozliwe ruchy wolnego konca ramie-
nia? Skonstruuj algorytm jego przesunigcia z jednej dozwolonej pozycji do innej.

*1.3. Mamy obliczy¢ iloczyn czterech macierzy liczb rzeczywistych: M;xM,xM;xM,. Macierz
M, ma rozmiar 10x20, M, — 20x50, M; — 50%1, a M, — 1x100. Zalézmy, Zze pomnozenie
dwoch macierzy o wymiarach, odpowiednio, pxq i gxr wymaga pqr operacji elementarnych
(zgodnie z klasycznym schematem macierzy). Znajdz taka kolejno$¢ mnozenia wspomnia-
nych macierzy, ktora zminimalizuje catkowita liczb¢ wykonanych operacji elementarnych.
Jak mozna uogo6Ini¢ rozwiazanie tego zadania na dowolna liczbe¢ macierzy?

**1.4, Dane jest 100 liczb rzeczywistych bedacych pierwiastkami kwadratowymi z kolejnych liczb
naturalnych od 1 do 100. Nalezy posegregowac te liczby na dwie grupy w taki sposob, by
ich sumy w obydwu grupach byly jak najbardziej zblizone do siebie. Gdybys dysponowat
dwiema minutami czasu komputera, jakich obliczen dokonatby$ w tym czasie w celu ula-
twienia sobie rozwiazania tego zadania?

1.5. Zaproponuj ,,zachtanny” algorytm gry w szachy. Jakich wynikow spodziewalbys si¢ w przy-
padku jego zastosowania?

1.6. W punkcie ,,Abstrakcyjne typy danych” rozpatrywaliSmy abstrakcyjny typ SET z operacjami
elementarnymi: MAKENULL, UNTON i SIZE. Zatézmy dla wygody, Ze ograniczamy si¢ do zbioréw
stanowigcych podzbiory zbioru {0, 1, ..., 31}. Uwzgledniajac to ograniczenie, zapro-
ponuj implementacje (w jezyku Pascal) wspomnianych operacji elementarnych.

1.7. Najwigkszym wspolnym dzielnikiem dwoch liczb catkowitych p i ¢ nazywamy najwigksza
liczbe catkowita d taka, ze dzieli ona bez reszty zardwno p, jak i g. Zamierzamy zaimple-
mentowaé nastgpujacy algorytm obliczania najwigkszego wspolnego dzielnika p i ¢ — niech
r bedzie reszta z dzielenia p przez g; jezeli r rdwne jest zero, to g jest szukanym najwiek-
szym wspolnym dzielnikiem, w przeciwnym razie przypisujemy p:= ¢, ¢:= r 1 powtarza-
my dzielenie'’.

(a)  Udowodnij, ze przedstawiony algorytm faktycznie znajduje najwiekszy wspdlny
dzielnik dwoch liczb.

(b)  Zapisz ten algorytm w pseudojezyku.

(¢)  Przeksztal¢ nieformalny program stworzony w punkcie (b) w poprawny program
w jezyku Pascal.

'7 Algorytm ten wymyslony zostat ponad 2300 lat temu przez Euklidesa i dzis jest powszechnie znany pod
jego nazwiskiem — przyp. thum.
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1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

Zamierzamy stworzy¢ program formatujacy tekst, wyréwnujacy kazdy z wierszy do lewej
i prawej krawedzi. Program uzywa dwoch buforéw: dla stéw i dla wierszy. Poczatkowo
obydwa bufory sa puste. Program wczytuje stowo do bufora stow i sprawdza, czy stowo
to zmiesci si¢ jeszcze w biezacym wierszu (zapisanym tymczasowo w buforze wiersza).
Jezeli tak, stowo dopisywane jest do bufora wiersza i bufor stowa jest oprdzniany; jezeli
nie, w buforze wiersza migdzy poszczegélne stowa zostaja rdwnomiernie wstawione do-
datkowe spacje, by wyréwnaé zawartos¢ wiersza na obydwu krawedziach, po czym bufor
wiersza jest drukowany i oprézniany.

(a)  Zapisz algorytm dziatania programu formatujacego w pseudojezyku.

(b)  Przeksztal¢ ten zapis w poprawny program w jezyku Pascal.
Jest » miast i dana jest tabela odleglosci migdzy kazda ich para. Napisz pseudoprogram,
ktory znajduje krotka Sciezke rozpoczynajaca si¢ 1 konczaca w tym samym miescie, przecho-
dzaca przez kazde z miast doktadnie jeden raz'®. Poniewaz jedyna znang metoda znajdowania
najkrotszej $ciezki spetniajacej podane warunki jest wyczerpujace poszukiwanie, zaproponuj
jakis algorytm heurystyczny znajdujacy $ciezke o dlugosci mozliwej do zaakceptowania.

Rozpatrzmy nastepujace funkcje zmiennej n:
fimy=n’

£, (n)=n*>+1000n

n  dla nnieparzystych
fi(m=1 |
n’  dlanparzystych
£ ()= n dlarn<100
AP0 dlan>100

Znajdz wszystkie takie pary (i,/), ze fi(n) = O(fi(n)) oraz takie, ze fi(n) = Q(f{(n)).

Rozpatrzmy nastgpujace funkcje zmienne;j #:

n’® dlaparzystychn >0
g(m=y, .
n” dlanieparzystychn >1

o n dla0<n>100
L(n)=1 |
£ n' dlan>100

g, (n)=n"’
Znajdz wszystkie takie pary (i,j), ze g{n) = O(g;(n)) oraz takie, ze g(n) = Q(g{(n)).

Wyraz w notacji ,,duzego O” pesymistyczng ztozono$¢é czasowa (w funkcji n) nastepuja-
cych procedur:

'8 Zagadnienie to znane jest pod nazwa problemu komiwojazera — przyp. thim.
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(a)  procedure matmpy ( n: integer);
var
7. J. k: integer;
begin
for 7 :=1 ton do
for j:= 1 to n do begin
cti, jl = 0;
for k : =1 tondo
Cli, Jj1 :=CL[i, j) + AL7, k1 * BLk, Jj]
end
end

(b) procedure mystery ( n: integer );

var

7. J. k: integer;
begin

for 7 :=1 ton-1do

for j =7+ 1 ton do

for Kk :=1 to j do
{ jaka$ instrukcja wykonywana w czasie 0(1)}

end

(c)  procedure veryodd ( n: integer );
var
1, J. X, y: integer;
begin
for 7 :=1 ton do
if 0dd(7) then begin

for j : =17 ton do
X =x+1;

for j:=1 to 7 do
yi=y+1

end
end

(*d) function recursive (n: integer) : integer;
begin
if n <=1 then
return (1)
else
return (recursive(n-1) + recursive(n-1))
end

1.13. Udowodnij prawdziwos¢ ponizszych rownosci.
(@ 17=0().
(b)  n(n-1)2=0m>.
(¢)  max(n’, 10n%) = O(n’).

@ i =0(*") oraz 3i* =Q(n*") dla catkowitych k.
i=1 i=1

(e)  Jezeli p(x) jest dowolnym wielomianem k-tego stopnia z dodatnim wspdtczynni-
kiem przy najwyzszej potedze, to p(n) = O(r") oraz pn) = Q).
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*1.14. Zalézmy, ze Ti(n) = Q(f(n)) oraz Tr(n) = Q(g(n)). Ktore z ponizszych stwierdzen jest
prawdziwe?
@) Ti(n)+Ta(n) = Q(max(fin), g(n))).
(b) T Ta(n) = Qfn)g(n)).

*1.15. Niektorzy autorzy definiuja wielkosc¢ ,,duzej omegi” w nastgpujacy sposob: fin) = Q(g(n)),
jezeli istnieja takie stale dodatnie ny i ¢, ze dla wszystkich n > ny zachodzi f(n) > cg(n).
(a)  Czy zgodnie z ta definicja prawda jest, ze f{n) = Q(g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy
&(n) = O(fin))?
(b)  Czy stwierdzenie wyrazone w punkcie a) jest prawdziwe w kontekscie definicji
Q(n) przedstawionej w podrozdziale ,,Czas wykonywania programu’?
(©) Czy rozwiazanie zadania 1.14 pozostaje niezmienne, jezeli przyja¢ nowa definicje
,duzej omegi”?

1.16. Uporzadkuj nastgpujace funkcje pod wzgledem tempa wzrostu:

(@ n

® n

(c) log n

(d) loglogn
(e) log’n

® n/log n
(2  n xlog’n
() (13

O G2y

0 17

1.17. Zatézmy, ze parametr n ponizszej procedury jest dodatnia potega liczby 2. Znajdz formute
wyrazajaca wypisywana wartos¢ zmiennej count w funkcji n.

procedury mystery ( n: integer);

var
X, count: integer;
begin
count = 0;
X = 2;
while x < n do begin
X =2 * X;
count := count + 1;
end;
writeln(count);
end;

1.18. Dana jest tablica A i funkcja max(7,n) zwracajaca najwigkszy element z ciggu elementow
A[7] ... AL7 +n - 1]. Przyjmujemy dla wygody, ze n jest potega liczby 2.

function max ( 7, n: integer) : integer;
var
ml, m2: integer;
begin
if n =1 then
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return (A[7])

else begin
ml :=max(i, n div 2);
m2 := max(i+n div 2, n div 2);
if ml < m2 then

return (m2)

else
return (ml)

end

end

(a)  Niech T(n) bedzie pesymistycznym czasem wykonania w zaleznosci od drugiego
parametru n oznaczajacego liczbe przeszukiwanych elementow. Napisz réwnanie
wyrazajace zaleznos¢ T(n) od 7(;) dla jednej lub kilku wartosci j < n oraz podaj
stata (lub state) reprezentujaca (reprezentujace) czasy wykonywania poszczegodl-
nych instrukcji funkcji max.

(b)  Podaj (w notacji ,,duzego O”) $cista wartos¢ gornego ograniczenia (). Wartosc ta
powinna by¢ réwna dolnemu ograniczeniu (wyrazonemu w notacji ,,duzej omegi”)
i powinna by¢ jak najprostsza.

Uwagi bibliograficzne

Koncepcja abstrakcyjnego typu danych ma swa geneze w klasie (typie class) jezyka Simula 67
(Birtwistle i in., [1973]). Od tego czasu powstato wiele innych jezykow zawierajacych abstrakcyjne
typy danych, miedzy innymi Alphard (Shaw, Wulf i London [1977]), C++ (Stroustrup [1982]), MESA
(Geschke, Morris i Satterthwaite [1977]) i Russel (Demers i Donahue [1979]). Koncepcja ADT jest
przedmiotem rozwazan prac Gotliebéw [1978] oraz Wulfa i in. [1981].

Dzieto Knutha [1968] jest pierwsza ze znaczacych publikacji promujacych systematyczne studia
nad czasem wykonywania programéw. Aho, Hopcroft i Ullman [1974] odnosza ztozono$¢ czasowa
i pamigciows algorytmow do réznorodnych modeli obliczeniowych, jak maszyny Turinga i maszyny
o dostgpie swobodnym. Zobacz takze uwagi bibliograficzne do rozdzialu 9. zawierajace wigcej
odsytaczy do zrédet traktujacych o analizie algorytmow i programow.

Jako lekture uzupetniajaca na temat programowania strukturalnego poleci¢ mozna opracowania
Hoarego, Dahla i Dijkstry [1972], Wirtha [1973], Kernighana i Plaugera [1974] oraz Yourdona i Con-
stantine [1975]. Organizacyjne i psychologiczne aspekty realizacji duzych projektow programistycz-
nych dyskutowane sa przez Brooksa [1974] i Weinberga [1971]. Kernighan i Plauger [1981] demon-
struja sposoby budowania uzytecznych narzedzi programistycznych w Pascalu.



