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Poznaj algorytmy, a profesjonalne programowanie nie bêdzie mia³o przed Tob¹ tajemnic

� Jak zaprojektowaæ rozwi¹zanie problemu w formie algorytmu?
� Jak stosowaæ instrukcje iteracyjne?
� Jak przedstawiæ algorytm w postaci schematu blokowego?

W czasach ery informatycznej coraz wiêksza liczba osób zainteresowana jest zdobyciem 
umiejêtno�ci programowania. Jednak¿e umiejêtno�æ ta wymaga zarówno rozleg³ej
i rzetelnej wiedzy, jak i do�wiadczenia. Podstaw¹ owej wiedzy jest dobra znajomo�æ 
algorytmów, która umo¿liwia przeprowadzanie kolejnych etapów programowania. 
Pozwala ona na przechodzenie od analizy i zdefiniowania problemu, poprzez testowanie
i usuwanie b³êdów, a¿ do opracowania dokumentacji. Ksi¹¿ka, któr¹ trzymasz w rêkach, 
pomo¿e Ci zrozumieæ ka¿d¹ z tych faz i nauczy Ciê pisaæ w³asny kod.

�Algorytmy. Æwiczenia� to niezbêdny elementarz dla ka¿dego przysz³ego programisty. 
Dziêki temu podrêcznikowi poznasz ró¿ne sposoby opisu algorytmów oraz ich 
klasyfikacjê. Dowiesz siê, jaki wp³yw ma zastosowanie okre�lonej metody obliczeniowej 
na dok³adno�æ wyników koñcowych, a tak¿e, na czym polega przetwarzanie danych
w pêtli programowej. Wykonuj¹c kolejne æwiczenia, opatrzone szczegó³owymi 
komentarzami i wskazówkami, nauczysz siê pisaæ algorytmy, sporz¹dzaæ wykresy
i schematy blokowe oraz tworzyæ kod programu. Ksi¹¿ka jest doskona³ym 
podrêcznikiem dla studentów informatyki, jednak dziêki temu, ¿e wszystkie informacje 
przedstawiono tu w jasny i klarowny sposób, mo¿e z niej korzystaæ ka¿dy, kto chce 
rozpocz¹æ samodzielne programowanie.

� Sposoby opisu algorytmów
� Klasyfikacja algorytmów
� Algorytmy sekwencyjne
� Kodowanie algorytmów
� Algorytmy z rozga³êzieniami
� Przetwarzanie danych w pêtli programowej
� Algorytmy iteracyjne
� Funkcja silnia
� Instrukcje iteracyjne w Turbo Pascal i Visual Basic
� Algorytmy rekurencyjne
� Schemat Kornera
� Pozycyjne systemy liczbowe
� Algorytmy sortowania danych

Poznaj algorytmy i zacznij my�leæ jak programista! 
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Algorytmy rekurencyjne

Algorytm rekurencyjny
Rekurencja, zwana równie! rekursj', jest technik" programowania,
w której stosowany jest podprogram (funkcja lub procedura) wywo-
#uj"cy sam siebie albo wywo#uj"cy inn" procedur$, która wywo#a
podprogram pierwotny. W tym drugim przypadku mówimy o rekur-
sji podwójnej lub skro.nej. Kolejne wywo#ania trwaj", a! do osi"-
gni$cia warunku zako%czenia rekurencji. Jest nim oczekiwany wynik
albo przekroczenie rozmiaru zbioru, na którym wykonywane s" obli-
czenia.

Liczba kolejnych wywo#a% rekursywnych nie ma znaczenia. Cz$sto
jest wr$cz niemo!liwa do okre&lenia przed rozpocz$ciem przetwarza-
nia danych, nie zawsze bowiem da si$ okre&li' poziom zag#$bienia
w wywo#ania.

Wynik aktualnie realizowanego obliczenia rekurencyjnego zale!y od
poprzedzaj"cego go powtórzenia. Ka!de kolejne wywo#anie powo-
duje zmniejszenie rozmiaru badanego zbioru (np. tablicy) o 1, dzi$ki
czemu problem zostaje rozbity na cz$&ci elementarne, które operuj"
na mniejszej liczbie danych — s" zatem mniej skomplikowane. Do-
piero w momencie powrotu z wywo#a% wyznaczane s" wszystkie po-
przednie warto&ci.
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Rekurencja wokó# nas
Post$powanie o charakterze rekurencyjnym trwale zwi"zane jest z wie-
loma czynno&ciami zachodz"cymi w otaczaj"cej nas rzeczywisto&ci,
cho' cz$sto nie zauwa!amy tego lub nie jeste&my &wiadomi.

Mo!na wskaza' wiele przyk#adów czynno&ci, które maj" cechy rekur-
sji, a s" wykonywane przez cz#owieka, zwierz$ta albo zaprogramo-
wane automaty. Chodzenie i bieganie, ta%czenie, jedzenie, masowe
toczenie na tokarce, zbieranie rozsypanych przedmiotów, mycie, zry-
wanie owoców z drzewa itp.

Równie cz$sto opisujemy s#ownie procesy, stosuj"c j$zyk typowy dla
rekursji. Instruuj"c kogo&, jak nale!y my' stos talerzy, mówimy:
„Umyj talerz do czysta i myj dalej”. T#umacz"c, jak u#o!y' na pó#ce
rozsypane na pod#odze ksi"!ki, powiemy: „Podnie& ksi"!k$, ustaw
na pó#ce i podobnie uk#adaj kolejne”. Ten schemat post$powania jest
przedstawiony graficznie na rysunku 5.1. W obu przyk#adach czynno&'
jest powtarzana. Ró!ne s" jednak warunki zako%czenia rekurencji.
W pierwszym przyk#adzie koniec powinien nast"pi', gdy talerze s"
czyste, w drugim — gdy braknie ksi"!ek do ustawiania.

Rysunek 5.1. Model rekurencyjnego uk&adania ksi'(ek na pó&ce

Funkcja silnia
Zgodnie z obietnic" dan" w poprzednim rozdziale wracamy do funkcji
silnia. Tym razem poznamy algorytm i rekurencyjne wersje programów
wykonuj"cych stosowne obliczenia.

 W I C Z E N I E

5.1 Algorytm rekurencyjnego obliczania n!

Przedstaw w postaci schematu blokowego rekurencyjny algorytm ob-
liczania silni n!, n N. Dokonaj analizy przep#ywu w algorytmie
dla n = 3.
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Rozwi%zanie

Dane: Liczba naturalna n wprowadzona przez u!ytkownika, równa
ostatniemu wyrazowi iloczynu.

Oczekiwany wynik: Warto&' funkcji n!.

Analiza problemu: Definicja silni n! liczby naturalnej n wyst"pi#a
w poprzednim rozdziale w 'wiczeniu 4.4. Z definicji klasycznej n! = 1
· 2 · 3 · … · n wynika w#asno&' silni n! = n(n – 1)!, która pozwala okre-
&li' t$ funkcj$ w postaci rekurencyjnej:
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Obliczenie kolejnej warto&ci n! nast$puje poprzez pomno!enie war-
to&ci poprzedniej (n – 1)! przez nast$pn" liczb$ naturaln" n. Tak zde-
finiowana rekurencja nazywana jest liniow'.

Proces obliczeniowy powinien by' powtarzany, a! n osi"gnie warto&'
zadan" przez u!ytkownika. Na podstawie powy!szego mo!na zapisa'
w innej formie rekurencyjn" definicj$ funkcji silnia:
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Algorytm przedstawiony na rysunku 5.2 sk#ada si$ z dwóch cz$&ci:
algorytmu (programu) g#ównego i podprogramu realizuj"cego reku-
rencyjne obliczanie funkcji silnia.

Powy!szy algorytm mo!na próbowa' scali', co pokazuje rysunek 5.3.
W tej formie rekurencyjny algorytm obliczania silni wyst$puje w lite-
raturze najcz$&ciej. Niestety obarczony jest powa!nym b#$dem, jakim
jest wczytywanie warto&ci n przy ka!dym kolejnym odwo#aniu reku-
rencyjnym! Ten algorytm nie dzia#a prawid#owo.

Analiza przep#ywu w rekurencyjnym algorytmie obliczania silni

W algorytmie z rysunku 5.2 stosowane s" dwie zmienne: n — liczba
naturalna wprowadzona przez u!ytkownika (dana wsadowa), Silnia
— warto&' funkcji silnia. Zapis z u!yciem nawiasu: Silnia(argument)
oznacza warto&' funkcji dla podanego argumentu, na przyk#ad Silnia(2)
oznacza warto&' funkcji silnia dla n = 2.
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Rysunek 5.2. Rekurencyjny algorytm obliczania silni: a) program g&ówny,
b) podprogram rekurencyjnego obliczania silni

Rysunek 5.3.
B&6dny algorytm
obliczania silni
bez u(ycia
podprogramu



R o z d z i a #  5 .  •  A l g o r y t m y  r e ku r en c y j ne 119

Algorytm g#ówny z rysunku 5.2 a ma posta' schematu sekwencyjne-
go, #atwego do analizy i zrozumienia. Rozpoczyna si$ od wczytania
warto&ci n. W kolejnym bloku wywo#ywany jest podprogram Silnia,
któremu jest przekazywana wczytana liczba naturalna. Po dokonaniu
oblicze% nast$puje powrót z podprogramu, a wynik jest wy&wietlany
na ekranie. Ca#a z#o!ono&' obliczeniowa algorytmu przeniesiona jest
do podprogramu przedstawionego na rysunku 5.2 b.

Oto, jak dzia#a algorytm z rysunku 5.2 b dla n = 3:

  Wraz z wywo#aniem funkcji Silnia jest do niej przekazywany
argument n = 3. Poniewa! 3 jest ró!ne od 0, wynikiem
komparacji w bloku warunkowym jest odpowied> negatywna.
Zgodnie z formu#" podan" w klatce wykonawczej funkcja
przyjmuje, !e jej wynikiem jest 3*Silnia(2). Jednak Silnia(2)
nie jest znana, wi$c nast$puje chwilowe wstrzymanie obliczania
wyra!enia 3*Silnia(2) oraz uruchomienie (wywo#anie)
algorytmu dla n = 2.

  Algorytm wywo#a# sam siebie z argumentem n = 2. Obliczana
jest warto&' Silnia(2). Poniewa! 2 > 0, odpowiedzi" w bloku
warunkowym jest ponownie NIE. Podprogram uruchomi
Silnia(1) i pomno!y j" przez dwa. Warto&' wyniku cz"stkowego
Silnia(1) jest nieznana, dlatego nast$puje wstrzymanie obliczania
warto&ci 2*Silnia(1) i ponowne odwo#anie do tej samej procedury
rekurencyjnej z argumentem n = 1.

  Dla przekazanego argumentu n = 1 nadal nie jest spe#niony
warunek n = 0 i odpowiedzi" komparatora jest NIE. Silnia(1)
odwo#a si$ zatem do kolejnej instancji podprogramu
rekurencyjnego — uruchomi Silnia(0) i pomno!y j" przez jeden.
Poniewa! warto&' wyra!enia Silnia(0) w tym odwo#aniu nie jest
znana, obliczanie 1*Silnia(0) zostaje wstrzymane, a podprogram
rekurencyjny wykonuje sw" kolejn" bli>niacz" kopi$
z argumentem równym zero.

  Uruchomiony po raz kolejny podprogram wykonywany jest
dla n = 0 i obliczana jest Silnia(0). Wynikiem porównania
argumentu z zerem jest odpowied> twierdz"ca. Wykonywany
jest blok, w którym Silnia(0) przyjmuje warto&' 1.
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  Skoro znany jest wynik Silnia(0), mo!e ju! nast"pi' powrót
z wywo#a% i obliczenie rzeczywistych warto&ci iloczynów.
Znana ju! warto&' Silnia(0) = 1 zostaje przekazana do instancji
j" wywo#uj"cej i wówczas Silnia(1) = 1 · 1 = 1, analogicznie
Silnia(2) = 2 · 1 i przyjmuje warto&' dwa. Cofaj"c si$ ponownie,
otrzymujemy Silnia(3) = 3 · 2, co daje wynik ko%cowy równy 6,
a to w#a&nie 3! = 1 · 2 · 3.

Zapami!taj!

Wywo!ywanie kolejnych, bli%niaczych egzemplarzy podprogramu trwa
dopóty, dopóki dla pewnego argumentu istnieje konkretny wynik
cz&stkowy.

W naszym algorytmie jest to warto&' argumentu n = 0.

Poziomy i zag#'bianie si'

Ka!de kolejne wywo#anie rekurencyjne odbywa si$ dla argumentu o 1
mniejszego ni! w poprzednim egzemplarzu procedury rekurencyjnej.
Ka!da wywo#ana instancja podprogramu rekurencyjnego nazywana
jest poziomem. Kolejne poziomy identyfikowane s" poprzez numer
równy warto&ci n. Poziom 0 oznacza elementarny egzemplarz procedu-
ry rekurencyjnej, podczas wykonania której uzyskuje si$ jednoznaczny
wynik. Dopiero w chwili powrotu z wywo#a% obliczane s" wyniki rze-
czywiste. Z poziomu 0 wynik cz"stkowy przekazywany jest na kolejne
wy!sze poziomy: poziom 1, poziom 2 itd.

Wywo#ywanie kolejnych rekurencyjnych egzemplarzy podprogramu
nazywane jest zag34bianiem si$ z poziomu n na poziom n – 1. Prze-
kazywanie informacji (danych wsadowych i wyników cz"stkowych)
odbywa si$ za pomoc" pami$ci komputerowej zwanej stosem. Wi$cej
na ten temat znajduje si$ w uwagach ko%cowych do tego rozdzia#u.

Dzia#anie opisanego powy!ej algorytmu rekurencyjnego obliczaj"cego
Silnia(3) przedstawia rysunek 5.4.

Na rysunku 5.4 strza#ka pionowa oznacza zag#$bianie si$ algorytmu
z poziomu wy!szego na poziom ni!szy. Strza#ka uko&na oznacza prze-
kazanie wyniku cz"stkowego z poziomu ni!szego na wy!szy.
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Rysunek 5.4. Drzewo wywo&a= rekurencyjnych i przekazywania wyniku
cz'stkowego przy obliczaniu Silnia(3)

 W I C Z E N I E

5.2 Algorytm rekurencyjnego obliczania n!.
Program w Pascalu

Wykorzystuj"c algorytm z 'wiczenia 5.1, napisz rekurencyjny pro-
gram w Turbo Pascalu, który obliczy i wy&wietli warto&' funkcji n!,
dla n N.

Rozwi%zanie

 1. Uruchom Turbo Pascala i utwórz nowy plik, wybieraj"c z paska
menu polecenia File/New.

 2. W oknie edycyjnym wpisz kod z listingu 5.1 albo wczytaj
program z pliku cw5_2.pas znajduj"cego si$ w katalogu
TP/Rozdz_05. Rezultat powinien by' identyczny jak
na rysunku 5.5.

Listing 5.1. Kod rekurencyjnego programu obliczaj'cego wartoFG silni

program cw5_2;
{ Program oblicza wartosc silni n!,                    }
{ stosujac funkcje zdefiniowana rekurencyjnie.        }
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Rysunek 5.5. Okno edycyjne TP z kodem rekurencyjnego programu
obliczania n!

{ Deklaracja zmiennej uzywanej w programie:           }
{ n - ostatni wyraz iloczynu n!                       }
var
  n : Integer;

{ -- Deklaracja i kod funkcji rekurencyjnej Silnia -- }
function Silnia (n : Integer): Longint;

  begin
    if n = 0 then
      Silnia := 1
    else
      Silnia := n * Silnia (n-1);
  end; { ----------------- Koniec funkcji Silnia ---- }
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{ ---- Program glowny ------------------------------- }
begin

  writeln;
  writeln (' Rekurencyjne obliczanie wartosci n! ');
  writeln ('-------------------------------------');
  writeln;

  write (' n = '); readln (n);
  writeln (' Podaje wynik obliczen:');
  writeln (' ', n, '! = ', Silnia(n));

  readln;
end.

Symbole i nazwy u!yte w programie s" identyczne jak w algorytmie
z rysunku 5.2, dzi$ki czemu jego zrozumienie nie powinno sprawi'
k#opotu. W razie w"tpliwo&ci prosz$ jeszcze raz przeanalizowa'
przyk#ad poprzedni.

Najistotniejszym fragmentem programu jest rekurencyjna funkcja u!yt-
kownika o nazwie Silnia. Blok instrukcji j" tworz"cych funkcj$ rozpo-
czyna si$ deklaracj" w postaci: function Silnia (n : Integer): Longint.
Argument funkcji n jest liczb" ca#kowit" wprowadzan" przez u!yt-
kownika, a jej wynik jest typu Longint.

Funkcja wywo#ywana jest w g#ównym torze programu. S#u!y do tego
komenda Silnia(n), umieszczona w linii organizuj"cej sposób wy&wie-
tlenia wyniku w postaci writeln (n, ‘! = ‘, Silnia(n)).

Wywo#ana funkcja dzia#a zgodnie z przep#ywem na schemacie z ry-
sunku 5.2 b. Obliczenia rekurencyjne zosta#y zrealizowane za pomo-
c" bloku warunkowego. Je!eli n > 0, to wykonywana jest instrukcja
rekursyjna Silnia := n * Silnia (n-1). Kolejne odwo#ania trwaj" tak
d#ugo, a! argument funkcji zyska warto&' równ" zero. Oznacza to,
!e zosta# osi"gni$ty poziom zerowy zag#$bienia w podprogram. Uzy-
skany na tym poziomie wynik cz"stkowy jest konkretn" liczb" i mo!e
by' przekazany na poziom wy!szy, gdzie nast$puj" kolejne obliczenia.
Na najwy!szym poziomie n obliczana jest warto&' stanowi"ca wynik
ko%cowy wy&wietlany na ekranie (rysunek 5.6).
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Rysunek 5.6. Efekt wykonania programu cw5_2

 W I C Z E N I E

5.3 Aplikacja rekurencyjnego obliczania silni w Excelu

Napisz w Excelu aplikacj$ obliczaj"c" rekurencyjnie silni$ n!. W tym
celu utwórz funkcj$ u!ytkownika dzia#aj"c" wed#ug algorytmu z ry-
sunku 5.2 b.

Rozwi%zanie

 1. Uruchom program Excel i zapisz domy&lnie pojawiaj"cy si$
Zeszyt1 w wybranym przez siebie katalogu pod nazw" cw5_3.
Mo!na równie! wczyta' arkusz cw5_3.xls z katalogu EX/Rozdz_05.

 2. Zmie% nazw$ zak#adki Arkusz1 na Silnia.

 3. Usu% zak#adki Arkusz 2 i Arkusz3.

 4. W komórce C2 umie&' tekst: Aplikacja rekurencyjnego obliczania
silni n!. Proponowana czcionka: Arial CE, pogrubiona, w kolorze
niebieskim, rozmiar 18.

 5. Wprowad> funkcj$ przeliczeniow" Silnia. W tym celu:

  Wywo#aj okno edytora VBE i wstaw modu# standardowy
Module1 (Modu#1).

  W sekcji General (Ogólne) modu#u Module1 (Modu#1)
wpisz kod z listingu 5.2. Powiniene& uzyska' efekt jak
na rysunku 5.7.
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Listing 5.2. Funkcja u(ytkownika Silnia w Gwiczeniu cw5_3

Function Silnia(n As Integer) As Long
'Funkcja rekurencyjnego obliczania warto4ci n!

    If n = 0 Then
        Silnia = 1
    Else
        Silnia = n * Silnia(n - 1)
    End If
End Function

Rysunek 5.7. Wygl'd okna edytora VBE z wpisan' funkcj' Silnia

Wprowadzona funkcja jest bli>niaczo podobna do funkcji
utworzonej w 'wiczeniu poprzednim. Dzia#a równie! identycznie.
Jedynie znaczniki pocz"tku i ko%ca nieco si$ od siebie ró!ni".

 6. Doko%cz budow$ tabeli arkusza, wykonuj"c podane poni!ej
polecenia:

  We wskazanych komórkach arkusza umie&' nag#ówki:
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  komórka C6 — n,

  komórka D6 — n!,

  komórka C7 — wpisz liczb$ 4.

Proponowana czcionka: Arial CE, normalna, rozmiar 10.
Wyrównaj do prawej zawarto&' C6:D6 oraz podkre&l komórki
stylem Kraw6dW dolna.

  Wpisz w komórce D7 formu#$ wywo#uj"c" funkcj$:
=SILNIA(C7). Mo!esz równie! skorzysta' z menu Wstaw,
klikn"' polecenie Funkcja…i wybra' funkcj$ u!ytkownika
o nazwie Silnia. Jako jej argument nale!y poda' komórk$ C7.

  Wy#"cz siatk$ arkusza.

Zako%czy#e& tworzenie arkusza, który powinien mie' wygl"d jak na
rysunku 5.8.

Rysunek 5.8. Arkusz aplikacji cw5_3

Sprawd> dzia#anie aplikacji. Poeksperymentuj, zmieniaj"c warto&ci
w komórce C7, a nast$pnie zako%cz prac$ z arkuszem i Excelem, wy-
bieraj"c Plik oraz Zako=cz.
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Obliczanie pot'gi liczby rzeczywistej
Zagadnienie obliczania pot$g zosta#o ju! zasygnalizowane w 'wicze-
niu 2.1 podczas omawiania algorytmów sekwencyjnych. Rozwa!ania
dotyczy#y jednak tylko pot$g z wyk#adnikiem parzystym. Obecnie zo-
stanie przedstawiona rekurencyjna metoda obliczania warto&ci pot$gi
o dowolnym wyk#adniku. Przyk#ad zobrazuje jednocze&nie, jak w jed-
nym podprogramie u!y' dwóch instrukcji rekurencyjnych.

 W I C Z E N I E

5.4 Rekurencyjne obliczanie potFgi liczby rzeczywistej

Przedstaw w postaci listy kroków rekurencyjny algorytm funkcji ob-
liczaj"cej pot$g$ an, gdzie a R, n N.

Rozwi%zanie

Dane: Warto&' podstawy a R oraz pot$gi n N.

Oczekiwany wynik: Warto&' podstawy (argumentu) a podniesionej
do pot$gi n.

Analiza problemu: Pot$gowanie rekurencyjne bazuje na podnoszeniu
liczby do kwadratu.

Dla n = 1 wynikiem oblicze% jest warto&' podstawy a.

Dla n > 1 pierwsze dzia#anie zale!y od tego, czy wyk#adnik jest pa-
rzysty, czy nie:

  Je!eli wyk#adnik jest liczb" naturaln" parzyst", to doprowadza si$
go do takiej postaci, by wyst$powa#o pot$gowanie wewn$trzne
i zewn$trzne o wyk#adniku 2, na przyk#ad 34 = (32)2, 210 = (25)2.
Dla dowolnej parzystej liczby n, zapis ten ma posta':

22 )(
n

n aa & .

  Je!eli wyk#adnik jest nieparzysty wi$kszy od jedno&ci,
to wyodr$bnia si$ fragment z pot$g" parzyst" i otrzymany wynik
po&redni mno!y si$ przez podstaw$ a, na przyk#ad 39 = 38 · 3.
Dla dowolnej liczby nieparzystej n, zapis ten ma posta':

aaa nn 1$& .
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Teraz wyk#adnik n – 1 we wzorze jest ju! parzysty,
zatem pot$gowanie mo!na zapisa' w postaci:

aaa
n

n 22

1

)(
$

& .

Operacje redukowania nale!y powtarza' tak d#ugo, a! wszystkie
dzia#ania w wyra!eniu otrzymaj" opisan" wy!ej posta'. Obrazuj" to
przyk#ady: 39 = 38 · 3 = (34)2 · 3 = ((32)2)2 · 3, 714 = (77)2 = (76 · 7)2 =
((73)2 · 7)2 = ((72 · 7)2 · 7)2.

Skoro za ka!dym razem istotna jest informacja, czy podstawa jest pa-
rzysta, czy nieparzysta, to w algorytmie musi wyst"pi' fragment, który
sprawdza parzysto&' wyk#adnika. W tym celu wystarczy podzieli' licz-
b$ b$d"c" wyk#adnikiem przez 2. Je!eli reszta z dzielenia równa jest
zero, to wyk#adnik jest podzielny przez 2, a reszta ma warto&' zero.

Drugim sta#ym elementem w zredukowanych wyra!eniach jest pod-
noszenie do kwadratu. Warto t$ operacj$ zrealizowa' za pomoc" od-
r$bnej funkcji, do której przekazuje si$ odpowiedni argument.

Po uwzgl$dnieniu parzysto&ci i dokonaniu redukcji wyk#adnika wed#ug
regu# podanych powy!ej otrzymujemy zale!no&' klamrow" w postaci:

(5.1)

(5.2)

'
'

!

'
'

"

# &

&
$

#nieparzystliczb#jestnaa

parzyst#liczb#jestna

ndlaa

a
n

n

n

,)(

,)(

1,

22

1

22

(5.2)

Algorytm w postaci listy kroków

Zak#adamy, !e tworzymy dwuargumentow" funkcj$ o nazwie Potega,
do której przekazywane s" nast$puj"ce argumenty: podstawa — do-
wolna liczba rzeczywista a R, wyk&adnik — liczba naturalna n N.
Posta' funkcji rekurencyjnej jest zatem dwuargumentowa: Potega(a, n).
Funkcja ta wywo#ywana jest ka!dorazowo, gdy wyst"pi w algorytmie.

Krok 1. Sprawd>, czy n = 1. Je!eli tak, to podstaw Potega = a, po
czym przejd> do kroku 7. Je!eli nie, to przejd> do kroku 2.

Krok 2. Sprawd>, czy reszta z dzielenia wyk#adnika n przez 2 jest
równa zero. Je!eli tak, to przejd> do kroku 3. Je!eli nie, to przejd>
do kroku 5.
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Krok 3. {Wyk#adnik jest liczb" parzyst".} Przypisz n = n/2 i przejd>
do kroku 4.

Krok 4. {Obliczanie pot$gi liczby a zgodnie ze wzorem (5.2) z zale!-
no&ci klamrowej podanej powy!ej}. Wywo#aj funkcj$ rekurencyjn"
Potega(a, n), a nast$pnie podnie& j" do kwadratu: Potega = (Potega
(a, n))2. Przejd> do kroku 7.

Krok 5. {Wyk#adnik jest liczb" nieparzyst".} Podstaw n = (n – 1)/2
i przejd> do kroku 6.

Krok 6. {Obliczanie pot$gi liczby a zgodnie ze wzorem (5.3) z zale!-
no&ci klamrowej.} Wywo#aj funkcj$ Potega(a, n), po czym podnie& j" do
pot$gi drugiej i pomnó! przez podstaw$ a: Potega = (Potega(a, n))2*a.
Przejd> do kroku 7.

Krok 7. Zako%cz dzia#anie algorytmu. Wynikiem jest bie!"ca war-
to&' Potega.

Sprawd> — wykonuj"c obliczenia na papierze — poprawno&' algo-
rytmu dla wybranych warto&ci a oraz n.

 W I C Z E N I E

5.5 Algorytm rekurencyjnego obliczania potFgi.
Program w Turbo Pascalu

Napisz w Turbo Pascalu program rekurencyjnego obliczania pot$gi
naturalnej dowolnej liczby rzeczywistej. W programie wykorzystaj
funkcj$ zbudowan" z wykorzystaniem algorytmu przedstawionego
w 'wiczeniu 5.4. Podnoszenie do kwadratu wykonaj za pomoc" funkcji
elementarnej Sqr.

Rozwi%zanie

Funkcja zrealizowana wed#ug opisu podanego w algorytmie z 'wicze-
nia 5.4 nie zawiera bloku wprowadzania danych i wy&wietlania
wyniku. Odpowiednie, umo!liwiaj"ce to instrukcje musz" znale>'
si$ w programie g#ównym, z którego nast"pi wywo#anie funkcji po-
t$guj"cej.
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 1. Uruchom Turbo Pascala i utwórz nowy plik, wybieraj"c
z paska menu polecenia File/New.

 2. W oknie edycyjnym wpisz kod z listingu 5.3 albo wczytaj
program z pliku cw5_5.pas znajduj"cego si$ w katalogu
TP/Rozdz_05.

Listing 5.3. Kod rekurencyjnego programu obliczaj'cego wartoFG naturalnej
pot6gi liczby rzeczywistej

program cw5_5;
{ Program oblicza rekurencyjnie wartosc               }
{ liczby a podniesionej do potegi n.                  }

{ Deklaracja zmiennych uzywanych w programie:         }
{ a - liczba potegowana, n - wykladnik potegi.        }
var
   a: Real; n: Integer;

{ ---- Deklaracja i kod funkcji rekurencyjnej Potega ------ }
function Potega (a: Real; n : Integer): Real;

  begin
    if n = 1 then
      Potega := a
    else
      if (n mod 2 = 0) then
        begin
          n := n div 2;
          Potega :=  Sqr( Potega(a, n));
        end
      else
        begin
          n := (n - 1) div 2;
          Potega := Sqr(Potega(a, n)) * a;
        end
  end; { ----------------- Koniec funkcji Potega ---- }

{ ---- Program glowny ------------------------------- }
begin

  writeln;
  writeln (' Rekurencyjne obliczanie potegi podanej liczby ');
  writeln ('-----------------------------------------------');
  writeln;
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  write (' Podstawa a = '); readln (a);
  write (' Wykladnik n = '); readln (n);
  writeln;
  writeln (' Wynik obliczen: ');
  writeln (' ', a:0:2, ' do potegi ', n, ' = ', Potega(a,n):0:2);

  readln;
end.

Funkcja rekurencyjna Potega wyst$puj"ca w listingu 5.3 jest dok#ad-
nym odwzorowaniem algorytmu i tak te! dzia#a. Do podnoszenia do
kwadratu s#u!y funkcja wbudowana Sqr(argument), która oblicza kwa-
drat podanego w nawiasie argumentu.

Sprawdzenie parzysto&ci liczby dokonywane jest w instrukcji warun-
kowej przy wykorzystaniu instrukcji mod o sk#adni: n mod 2. Wynikiem
tej operacji jest reszta z dzielenia liczby ca#kowitej n przez 2. Rezultat
zero oznacza, !e n jest podzielne przez 2 — jest zatem liczb" parzyst"
i wykonywany jest blok instrukcji po s#owie kluczowym then. W przy-
padku n nieparzystego program wykonuje polecenia po s#owie else.

Iloraz w podprogramie obliczany jest za pomoc" funkcji div, która re-
alizuje dzielenie ca#kowite liczb ca#kowitych. Oznacza to, !e nie wy-
st$puje reszta z dzielenia, na przyk#ad 7 div 4 = 1. Wynik dzielenia jest
przypisywany argumentowi n, który jest liczb" naturaln".

G#ówny tor programu to deklaracja zmiennych oraz wczytanie danych:
podstawy a i wyk#adnika n. Potem wywo#ywana jest dwuargumento-
wa funkcja Potega(a, n). Wywo#anie nast$puje bezpo&rednio z linii wy-
prowadzaj"cej wyniki na ekran: writeln (a:0:2, ‘ do potegi ', n, ' = ',
Potega(a,n):0:2). Sposób wy&wietlania danych i rezultatu oblicze%
— z dwoma miejscami dziesi$tnymi — mo!na oczywi&cie dostosowa'
wed#ug uznania. Efekt wykonania programu przedstawia rysunek 5.9.

 W I C Z E N I E

5.6 Algorytm rekurencyjnego obliczania potFgi.
Aplikacja w Excelu

Napisz w Excelu program rekurencyjnego obliczania pot$gi natural-
nej dowolnej liczby rzeczywistej. W programie wykorzystaj funkcj$
u!ytkownika zbudowan" z wykorzystaniem algorytmu przedstawio-
nego w 'wiczeniu 5.4.
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Rysunek 5.9. Efekt wykonania programu cw5_5

Rozwi%zanie

 1. Uruchom program Excel i zapisz domy&lnie pojawiaj"cy si$
Zeszyt1 w wybranym przez siebie katalogu pod nazw" cw5_6
albo wczytaj arkusz cw5_6.xls z katalogu EX/Rozdz_05.

 2. Zmie% nazw$ zak#adki Arkusz1 na Pot6gowanie.

 3. Usu% zak#adki Arkusz 2 i Arkusz3.

 4. W komórce C2 umie&' tekst — Aplikacja rekurencyjnego
obliczania pot6gi. Proponowana czcionka: Arial CE, pogrubiona,
w kolorze fioletowym, rozmiar 18.

 5. Utwórz funkcj$ przeliczeniow" Potega. W tym celu:

  Wywo#aj okno edytora VBE i wstaw modu# standardowy
Module1 (Modu&1).

  W sekcji General (Ogólne) modu#u Module1 (Modu&1) wpisz
kod z listingu 5.4, tak jak przedstawia to rysunek 5.10.

Listing 5.4. Kod funkcji Potega z Gwiczenia 5.6

Function Potega(a, n)
'Funkcja pot9gowania rekurencyjnego.
'Znaczenie argumentów a - podstawa, n - wyk?adnik.

If n = 1 Then
    Potega = a
Else
    If (n Mod 2) = 0 Then
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Rysunek 5.10. Edytor VBE z kodem funkcji Potega. Po lewej widoczne jest
okno eksploratora, a poni(ej okno w&aFciwoFci budowanego arkusza
Pot6gowanie

'Wyk?adnik n jest parzysty.
        n = n / 2
        Potega = Potega(a, n)
        Potega = Potega * Potega
    Else
    'Wyk?adnik n jest nieparzysty.
        n = (n - 1) / 2
        Potega = Potega(a, n)
        Potega = Potega * Potega * a
    End If
 End If
End Function

Dzia#anie funkcji jest identyczne jak w 'wiczeniu poprzednim.
Niewielkie ró!nice w kodzie polegaj" na innym zorganizowaniu
podnoszenia do kwadratu (mno!enie przez siebie) oraz
na zastosowaniu zwyk#ego operatora dzielenia (/).

 6. Doko%cz budow$ arkusza, tworz"c tabel$ przeliczeniow":

  We wskazanych komórkach arkusza umie&' nag#ówki:
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  komórka C4 — Podstawa a,

  komórka E4 — Wyk?adnik n,

  komórka G4 — an; sformatuj liter$ n jako Indeks górny,

  komórka C5 — 2,

  komórki E5:E14 — wprowad> kolejne liczby naturalne od
1 do 10.

  Zmie% szeroko&' kolumn C, E, G na 85 pikseli.

  Podkre&l komórki arkusza C4, E4 i G4 stylem Gruba kraw6dW
dolna,. Zmie% kolor tekstu w komórkach na zielony,
po czym go wy&rodkuj.

 7. W komórce G5 wpisz formu#$ przeliczeniow" — =Potega
($C$5;E5), a nast$pnie skopiuj j" do komórek G6:G14.

Znak ($) oznacza adresowanie bezwzgl$dne (absolutne)
— podczas kopiowania formu#y adres komórki C5, do której
odwo#uje si$ formu#a, nie ulegnie zmianie. W formule
wyst$puje te! odwo#anie wzgl$dne, które we wklejanej formule
jest aktualizowane i dotyczy innych komórek wzgl$dem po#o!enia
formu#y. W naszej funkcji s" to kolejne komórki z kolumny E,
poczynaj"c od E5.

 8. Tworzenie arkusza zosta#o zako%czone. Efekt widoczny jest
na rysunku 5.11.

 9. Poeksperymentuj z warto&ciami podstawy a oraz wyk#adnika n,
zmieniaj"c warto&ci w odpowiednich komórkach, a nast$pnie
zako%cz prac$ z arkuszem i Excelem, wybieraj"c Plik oraz Zako=cz.

Uwagi ko)cowe

Mocne i s#abe strony rekurencji
Zalety programów realizowanych rekurencyjnie:

  pozwalaj" rozwi"zywa' problemy o dowolnej rozpi$to&ci zbioru
i trudne do opisu,

  zwi$z#o&' i elegancja zapisu.
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Rysunek 5.11. Arkusz Pot6gowanie z aplikacji cw5_6

Niestety, s" te! powa!ne wady. Zaliczamy do nich:

  powielanie tych samych oblicze%,

  niejasny i trudny do analizy przebieg wywo#a%,

  niebezpiecze%stwo niesko%czonej liczby odwo#a%,

  du!e zapotrzebowanie na pami$' podczas przetwarzania.

Niedogodno&ci s" spowodowane g#ównie tym, !e po ka!dym odwo#a-
niu rekurencyjnym zachodzi konieczno&' zapami$tania informacji
potrzebnych do odtworzenia stanu procesu sprzed wywo#ania. Za-
pami$tywane informacje przechowywane s" w obszarze pami$ci zwa-
nym stosem.

Stos

Stos (ang. stack) to obszar wewn$trznej pami$ci komputerowej prze-
znaczonej do czasowego przechowywania informacji zwi"zanych
z wykonywanym programem. Dla rekurencji istotne jest, by stos
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posiada# struktur$ LIFO (akronim z ang. Last In First Out). W dos#ow-
nym t#umaczeniu oznacza ostatni na wej.ciu jest pierwszym na

wyj.ciu. Komputer odzyskuje potrzebne do wykonania programu in-
formacje, pobieraj"c je z wierzcho#ka stosu. ^"dany element lokali-
zowany jest dzi$ki rejestrowi zwanemu wskaEnikiem stosu (ang.
stack pointer), który jest powi$kszany o 1 ka!dorazowo przed umiesz-
czeniem kolejnego elementu na stosie i dekrementowany o 1 po zdj$-
ciu elementu ze stosu. _atwo zauwa!y', !e gdy wska>nik ma warto&'
zero, to stos jest pusty.

Stos jest obszarem pami$ci o ograniczonej pojemno&ci, dlatego #atwo
mo!e doj&' do jego przepe#nienia. Podczas rekursji zdarza si$ to nader
cz$sto i wywo#uje b#"d, który sygnalizowany jest komunikatem stack

overflow (z ang. przepe&nienie stosu).

Dzia#anie stosu obrazuje rysunek 5.12.

Rysunek 5.12. Pogl'dowa struktura stosu obrazuj'ca: a) dodanie informacji,
b) przechowanie informacji, c) pobranie informacji ze stosu

Z rysunku wida', !e stos ma struktur$ studni. Dane umieszczane s"
zawsze na szczycie stosu i st"d te! pobierane. Informacja wprowa-
dzona jako pierwsza zostanie pobrana jako ostatnia.
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!wiczenia
do samodzielnego wykonania

 W I C Z E N I E

5.7

U#ó! algorytm obliczania sumy kolejnych liczb naturalnych.

 W I C Z E N I E

5.8

Sprawd>, czy w podprogramie z listingu 5.3 mo!na zastosowa' zwy-
k#y operator dzielenia (/). Czy instrukcj$ n := (n - 1) div 2 mo!na
zast"pi' poleceniem n := n div 2? Jak to wyja&ni'?

 W I C Z E N I E

5.9

Przedstaw algorytm z 'wiczenia 5.4 w postaci schematu blokowego.

 W I C Z E N I E

5.10

U#ó! algorytm obliczania pierwiastka stopnia n z podanej liczby, a na-
st$pnie zakoduj go w Turbo Pascalu i Visual Basicu.




