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Poznaj algorytmy, a profesjonalne programowanie nie hedzie miato przed Toha tajemnic

e Jak zaprojektowac rozwiazanie problemu w formie algorytmu?
* Jak stosowaé instrukcje iteracyjne?
e Jak przedstawié¢ algorytm w postaci schematu blokowego?

W czasach ery informatycznej coraz wigksza liczba 0sob zainteresowana jest zdobyciem
umiejetnosci programowania. Jednakze umiejetnosc ta wymaga zaréwno rozlegtej

i rzetelnej wiedzy, jak i doswiadczenia. Podstawa owej wiedzy jest dobra znajomosé
algorytmow, ktéra umozliwia przeprowadzanie kolejnych etapdw programowania.
Pozwala ona na przechodzenie od analizy i zdefiniowania problemu, poprzez testowanie
i usuwanie btedéw, az do opracowania dokumentaciji. Ksiazka, ktorg trzymasz w rekach,
pomoze Gi zrozumie¢ kazda z tych faz i nauczy Cig pisa¢ wiasny kod.

,Algorytmy. Cwiczenia” to niezbedny elementarz dla kazdego przysztego programisty.
Dzieki temu podrecznikowi poznasz rézne sposoby opisu algorytmow oraz ich
klasyfikacje. Dowiesz sie, jaki wptyw ma zastosowanie okreslonej metody obliczeniowej
na doktadno$¢ wynikow koncowych, a takze, na czym polega przetwarzanie danych

w petli programowej. Wykonujac kolejne éwiczenia, opatrzone szczeg6towymi
komentarzami i wskazdwkami, nauczysz sie pisac algorytmy, sporzadzac wykresy

i schematy blokowe oraz tworzy¢ kod programu. Ksiazka jest doskonatym
podrecznikiem dla studentéw informatyki, jednak dzieki temu, ze wszystkie informacje
przedstawiono tu w jasny i klarowny sposdb, moze z niej korzystac kazdy, kto chce
rozpocza¢ samodzielne programowanie.

* Sposoby opisu algorytmoéw

* Klasyfikacja algorytmow

e Algorytmy sekwencyjne

* Kodowanie algorytméw

e Algorytmy z rozgatezieniami

* Przetwarzanie danych w petli programowe;j
* Algorytmy iteracyjne

* Funkcja silnia

* Instrukcje iteracyjne w Turbo Pascal i Visual Basic
e Algorytmy rekurencyjne

* Schemat Kornera

* Pozycyjne systemy liczbowe

* Algorytmy sortowania danych

Poznaj algorytmy i zacznij myslec jak programista!
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Algorytmy rekurencyjne

Algorytm rekurencyjny

Rekurencja, zwana réwniez rekursja, jest technika programowania,
w ktérej stosowany jest podprogram (funkcja lub procedura) wywo-
tujacy sam siebie albo wywolujacy inna procedure, ktéra wywota
podprogram pierwotny. W tym drugim przypadku méwimy o rekur-
sji podwojnej lub skrosnej. Kolejne wywolania trwaja, az do osig-
gniecia warunku zakonczenia rekurencji. Jest nim oczekiwany wynik
albo przekroczenie rozmiaru zbioru, na ktérym wykonywane sa obli-
czenia.

Liczba kolejnych wywolan rekursywnych nie ma znaczenia. Czesto
jest wrecz niemozliwa do okreslenia przed rozpoczeciem przetwarza-
nia danych, nie zawsze bowiem da sie okresli¢ poziom zaglebienia
w wywolania.

Wynik aktualnie realizowanego obliczenia rekurencyjnego zalezy od
poprzedzajacego go powtérzenia. Kazde kolejne wywolanie powo-
duje zmniejszenie rozmiaru badanego zbioru (np. tablicy) o 1, dzieki
czemu problem zostaje rozbity na czesci elementarne, ktére operuja
na mniejszej liczbie danych — sa zatem mniej skomplikowane. Do-
piero w momencie powrotu z wywolan wyznaczane sg wszystkie po-
przednie wartosci.
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Rekurencja wokot nas

Postepowanie o charakterze rekurencyjnym trwale zwigzane jest z wie-
loma czynnoéciami zachodzacymi w otaczajgcej nas rzeczywistosci,
cho¢ czesto nie zauwazamy tego lub nie jeste$my Swiadomi.

Mozna wskaza¢ wiele przykltadéw czynnosci, ktére majg cechy rekur-
sji, a sa wykonywane przez czlowieka, zwierzeta albo zaprogramo-
wane automaty. Chodzenie i bieganie, tanczenie, jedzenie, masowe
toczenie na tokarce, zbieranie rozsypanych przedmiotéw, mycie, zry-
wanie owocéw z drzewa itp.

Rownie czgsto opisujemy slownie procesy, stosujac jezyk typowy dla
rekursji. Instruujac kogos, jak nalezy my¢ stos talerzy, moéwimy:
,Umyj talerz do czysta i myj dalej”. Ttumaczac, jak utozy¢ na pétce
rozsypane na podlodze ksigzki, powiemy: ,Podnie$ ksigzke, ustaw
na pélce i podobnie uktadaj kolejne”. Ten schemat postepowania jest
przedstawiony graficznie na rysunku 5.1. W obu przyktadach czynnosé
jest powtarzana. R6zne sg jednak warunki zakonczenia rekurencji.
W pierwszym przyktadzie koniec powinien nastgpi¢, gdy talerze sg
czyste, w drugim — gdy braknie ksigzek do ustawiania.

‘ — + :
o =
T 1 y G
Rysunek 5.1. Model rekurencyjnego ukladania ksiqzek na péice

Funkcja silnia

Zgodnie z obietnica dang w poprzednim rozdziale wracamy do funkcji
silnia. Tym razem poznamy algorytm i rekurencyjne wersje programéw
wykonujacych stosowne obliczenia.

CWICZENIE

Algorytm rekurencyjnego obliczania n!

Przedstaw w postaci schematu blokowego rekurencyjny algorytm ob-
liczania silni n!, neN. Dokonaj analizy przeplywu w algorytmie
dlan = 3.
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Rozwigzanie

Dane: Liczba naturalna n wprowadzona przez uzytkownika, réwna
ostatniemu wyrazowi iloczynu.

Oczekiwany wynik: Warto$¢ funkcji n!.

Analiza problemu: Definicja silni n! liczby naturalnej n wystapita
w poprzednim rozdziale w ¢wiczeniu 4.4. Z definicji klasycznej n! = 1

-2 -3 - ... n wynika wlasno$¢ silni n! = n(n - 1)!, ktéra pozwala okre-
§li¢ te funkcje w postaci rekurencyjne;j:

0=1

nl=n-(n—1)!

Obliczenie kolejnej wartosci n! nastepuje poprzez pomnozenie war-
tosci poprzedniej (n — 1)! przez nastepna liczbe naturalng n. Tak zde-
finiowana rekurencja nazywana jest liniowq.

Proces obliczeniowy powinien by¢ powtarzany, az n osiggnie warto$¢
zadang przez uzytkownika. Na podstawie powyzszego mozna zapisac
w innej formie rekurencyjng definicje funkcji silnia:

a, =1
an

a
Algorytm przedstawiony na rysunku 5.2 sklada sie z dwéch czesci:
algorytmu (programu) gléwnego i podprogramu realizujacego reku-
rencyjne obliczanie funkcji silnia.

-n, neN

n-1

Powyzszy algorytm mozna préobowac scali¢, co pokazuje rysunek 5.3.
W tej formie rekurencyjny algorytm obliczania silni wystepuje w lite-
raturze najczesciej. Niestety obarczony jest powaznym bledem, jakim
jest wezytywanie wartoséci n przy kazdym kolejnym odwotaniu reku-
rencyjnym! Ten algorytm nie dziala prawidtowo.

Analiza przeptywu w rekurencyjnym algorytmie obliczania silni

W algorytmie z rysunku 5.2 stosowane sg dwie zmienne: n — liczba
naturalna wprowadzona przez uzytkownika (dana wsadowa), Silnia
— warto$¢ funkcji silnia. Zapis z uzyciem nawiasu: Silnia(argument)
oznacza warto$¢ funkcji dla podanego argumentu, na przyklad Silnia(2)
oznacza warto$¢ funkcji silnia dla n = 2.
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a) b)
START

\

|
: Czytajn

Y

|

Wywotaj podprogram

Silnia = n * Silnia(n-1 Silnia = 1
Silnia (r-1)

I

Y '

V‘gf"“,ie" KONIEC
inia Silnia
Y

‘ STOP ’

Rysunek 5.2. Rekurencyjny algorytm obliczania silni: a) program gléwny,
b) podprogram rekurencyjnego obliczania silni

Rysunek 5.3.
Bledny algorytm ( START )
Y

obliczania silni
bez uzycia
podprogramu

Y
Silnia = n * Silnia(n-1) Silnia=1
. |
y
Wyswietl
Silnia
Y

‘ STOP '
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Algorytm gléwny z rysunku 5.2 a ma posta¢ schematu sekwencyjne-
go, tatwego do analizy i zrozumienia. Rozpoczyna sie od wczytania
wartosci n. W kolejnym bloku wywolywany jest podprogram Silnia,
ktéremu jest przekazywana wczytana liczba naturalna. Po dokonaniu
obliczen nastepuje powr6t z podprogramu, a wynik jest wyswietlany
na ekranie. Cala ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu przeniesiona jest
do podprogramu przedstawionego na rysunku 5.2 b.

Oto, jak dziata algorytm z rysunku 5.2 b dlan = 3:

Q Wraz z wywolaniem funkcji Silnia jest do niej przekazywany
argument n = 3. Poniewaz 3 jest r6zne od 0, wynikiem
komparacji w bloku warunkowym jest odpowiedz negatywna.
Zgodnie z formuta podang w klatce wykonawczej funkcja
przyjmuje, ze jej wynikiem jest 3*Silnia(2). Jednak Silnia(2)
nie jest znana, wiec nastgpuje chwilowe wstrzymanie obliczania
wyrazenia 3*Silnia(2) oraz uruchomienie (wywotanie)
algorytmu dlan = 2.

Q Algorytm wywolal sam siebie z argumentem n = 2. Obliczana
jest wartos¢ Silnia(2). Poniewaz 2 > 0, odpowiedzig w bloku
warunkowym jest ponownie NIE. Podprogram uruchomi
Silnia(1) i pomnozy jg przez dwa. Warto$¢ wyniku czastkowego
Silnia(1) jest nieznana, dlatego nastepuje wstrzymanie obliczania
warto$ci 2*Silnia(1) i ponowne odwolanie do tej samej procedury
rekurencyjnej z argumentem n = 1.

QO Dla przekazanego argumentu n = 1 nadal nie jest spetniony
warunek n = 0 i odpowiedzig komparatora jest NIE. Silnia(1)
odwola sie zatem do kolejnej instancji podprogramu
rekurencyjnego — uruchomi Silnia(0) i pomnozy ja przez jeden.
Poniewaz warto$¢ wyrazenia Silnia(0) w tym odwotaniu nie jest
znana, obliczanie 1*Silnia(0) zostaje wstrzymane, a podprogram
rekurencyjny wykonuje swa kolejng bliZzniaczg kopie
z argumentem réwnym Zzero.

Q Uruchomiony po raz kolejny podprogram wykonywany jest
dla n = 01 obliczana jest Silnia(0). Wynikiem poréwnania
argumentu z zerem jest odpowiedz twierdzaca. Wykonywany
jest blok, w ktérym Silnia(0) przyjmuje warto$c 1.
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Q Skoro znany jest wynik Silnia(0), moze juz nastapi¢ powrdt
z wywolan i obliczenie rzeczywistych wartoéci iloczynéw.
Znana juz warto$¢ Silnia(0) = 1 zostaje przekazana do instancji
ja wywolujacej i wéwczas Silnia(1) = 1 -1 = 1, analogicznie
Silnia(2) = 2 - 1 i przyjmuje warto$¢ dwa. Cofajac sie ponownie,
otrzymujemy Silnia(3) = 3 - 2, co daje wynik konicowy réwny 6,
ato wlagnie 3! =1-2-3.

%};g - Zapamietaj!

- Wywotywanie kolejnych, blizniaczych egzemplarzy podprogramu trwa
- dopéty, dopéki dla pewnego argumentu istnieje konkretny wynik
-~ czastkowy.

W naszym algorytmie jest to warto§¢ argumentu n = 0.

Poziomy i zagtebianie sie

Kazde kolejne wywotanie rekurencyjne odbywa sie dla argumentu o 1
mniejszego niz w poprzednim egzemplarzu procedury rekurencyjne;j.
Kazda wywolana instancja podprogramu rekurencyjnego nazywana
jest poziomem. Kolejne poziomy identyfikowane sa poprzez numer
réwny warto$ci n. Poziom 0 oznacza elementarny egzemplarz procedu-
ry rekurencyjnej, podczas wykonania ktérej uzyskuje sie jednoznaczny
wynik. Dopiero w chwili powrotu z wywolan obliczane sg wyniki rze-
czywiste. Z poziomu 0 wynik czastkowy przekazywany jest na kolejne
wyzsze poziomy: poziom 1, poziom 2 itd.

Wywolywanie kolejnych rekurencyjnych egzemplarzy podprogramu
nazywane jest zaglebianiem sie z poziomu n na poziom n — 1. Prze-
kazywanie informacji (danych wsadowych i wynikéw czastkowych)
odbywa sig za pomocg pamieci komputerowej zwanej stosem. Wigcej
na ten temat znajduje sie w uwagach koficowych do tego rozdziatu.

Dziatanie opisanego powyzej algorytmu rekurencyjnego obliczajacego
Silnia(3) przedstawia rysunek 5.4.

Na rysunku 5.4 strzatka pionowa oznacza zaglebianie sig algorytmu
7 poziomu wyzszego na poziom nizszy. Strzatka ukos$na oznacza prze-
kazanie wyniku czastkowego z poziomu nizszego na wyzszy.

_ =m
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Silnia(3)
=3*Silnia(2) | = =3*2=6
\
Silnia(2)
= 2"Silnia(1) | = =2*1=2
Y
Silnia(1)
= 1*Sinia(0) | = =1{*1=1
Y
Silnia(0)
=1 = =1

Rysunek 5.4. Drzewo wywolan rekurencyjnych i przekazywania wyniku
czqstkowego przy obliczaniu Silnia(3)
CWICIENIE

Algorytm rekurencyjnego obliczania n!.
Program w Pascalu

Wykorzystujac algorytm z éwiczenia 5.1, napisz rekurencyjny pro-
gram w Turbo Pascalu, ktéry obliczy i wyswietli wartos¢ funkcji n!,
dla neN.

Rozwigzanie

1. Uruchom Turbo Pascala i utwérz nowy plik, wybierajac z paska
menu polecenia File/New.

2. W oknie edycyjnym wpisz kod z listingu 5.1 albo wczytaj
program z pliku cw5_2.pas znajdujacego sie w katalogu
TP/Rozdz_05. Rezultat powinien by¢ identyczny jak
na rysunku 5.5.

Listing 5.1. Kod rekurencyjnego programu obliczajqcego wartosc silni

program cwb_2;
{ Program oblicza wartosc silni n!, }
{ stosujac funkcje zdefiniowana rekurencyjnie. }



122 Algorytmy « Cwiczenia

ascal', TURBO.EXE i - 1ol x|

Break-watch

Line 1 Col 1 Insert Indent Unindent D:CUW5_2.PAS
program cws_2;
{ Program oblicza wartosc silni n®. >
{ stosujac funkcje zdefiniowana rekurencyjnie. >
>
>

{ Deklaracja =miennej uzywanej w programie:
£ n - ostatni wyraz iloczynu n?
var

n : Integer;

{ — Deklaracja i kod funkcji rekurencuyjnej Silnia — >
function Silnia ¢(n : integer?: Longint;

begin
if n = B then
S8ilnia == 1

n * 8ilnia <n-1>;
—————————— Koniec funkeji Silnia ——— 2

GRS L T R T B e e S e R S s s
begin

writeln;

writeln ¢’

Pritelnactaa e e e e
writeln;

write ¢ n = *); readln <n);

writeln (' Podaje wunik obhliczen
writeln ¢ ', n, 't = *, Silnia(

readln;
end.

Watch

Fi-Help FS5—Zoom F&6-8witch F7-Trace F8-Step F7-Make FibB—-Menu

Rysunek 5.5. Okno edycyjne TP z kodem rekurencyjnego programu
obliczania n!

{ Deklaracja zmiennej uzywanej w programie: }
{ n - ostatni wyraz iloczynu n! }
var

n : Integer:

{ -- Deklaracja 1 kod funkcji rekurencyjnej Silnia -- }
function Silnia (n : Integer): Longint;

begin
if n =0 then
Silnia =1
else

Silnia :=n * Silnia (n-1)
end; { ----------------- Koniec funkcji Silnia ---- }
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{ ---- Program glowny --------------------coooo--- }
begin

writeln;

writeln (' Rekurencyjne obliczanie wartosci n! ');
writeln (' ")
writeln;

—~
'
i
'
'
i
'
|
|
i
'
|
'
i
i
|
'
i
'
'
'
i
'
'
'
i
|
'
'
i
'
'
'
i
i
|
'
i
—

write (" n="); readln (n);
writeln (' Podaje wynik obliczen:"');
writeln (" ', n, "I'=", Silnia(n));

readin;
end.

Symbole i nazwy uzyte w programie sg identyczne jak w algorytmie
z rysunku 5.2, dzieki czemu jego zrozumienie nie powinno sprawic
klopotu. W razie watpliwoéci prosze jeszcze raz przeanalizowaé
przyktad poprzedni.

Najistotniejszym fragmentem programu jest rekurencyjna funkcja uzyt-
kownika o nazwie Silnia. Blok instrukgcji jg tworzacych funkcje rozpo-
czyna sie deklaracjg w postaci: function Silnia (n : Integer): Longint.
Argument funkcji n jest liczba catkowita wprowadzana przez uzyt-
kownika, a jej wynik jest typu Longint.

Funkcja wywolywana jest w gtéwnym torze programu. Stuzy do tego
komenda SiTnia(n), umieszczona w linii organizujacej sposéb wyswie-
tlenia wyniku w postaci writeln (n, "! =, Silnia(n)).

Wywotana funkcja dziala zgodnie z przeptywem na schemacie z ry-
sunku 5.2 b. Obliczenia rekurencyjne zostaly zrealizowane za pomo-
ca bloku warunkowego. Jezeli n > 0, to wykonywana jest instrukcja
rekursyjna Silnia := n * Silnia (n-1). Kolejne odwolania trwajg tak
dlugo, az argument funkcji zyska warto§é réwng zero. Oznacza to,
ze zostal osiagniety poziom zerowy zaglebienia w podprogram. Uzy-
skany na tym poziomie wynik czastkowy jest konkretng liczbg i moze
by¢ przekazany na poziom wyzszy, gdzie nastepujg kolejne obliczenia.
Na najwyzszym poziomie n obliczana jest warto$¢ stanowigca wynik
konicowy wyswietlany na ekranie (rysunek 5.6).
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‘ov D:\t_pascal\, TURBD.EXE

Rekurencyjne ohliczanie wartosci nt

Podaje wynik obliczen:
4t = 24

Rysunek 5.6. Efekt wykonania programu cw5_2

CWICZENIE

m Aplikacja rekurencyjnego obliczania silni w Excelv

Napisz w Excelu aplikacje obliczajaca rekurencyjnie silnie n!. W tym
celu utwoérz funkcje uzytkownika dziatajacg wedlug algorytmu z ry-
sunku 5.2 b.

Rozwigzanie

1. Uruchom program Excel i zapisz domyslnie pojawiajacy sie
Zeszytl w wybranym przez siebie katalogu pod nazwg cw5_3.
Mozna réwniez wczytaé arkusz cw5_3.xls z katalogu EX/Rozdz_05.

2. Zmien nazwe zaktadki Arkusz1 na Silnia.

3. Usun zakladki Arkusz 2 i Arkusz3.

4. W komorce C2 umies¢ tekst: Aplikacja rekurencyjnego obliczania
silni n!. Proponowana czcionka: Arial CE, pogrubiona, w kolorze
niebieskim, rozmiar 18.

5. Wprowadz funkcje przeliczeniowa Silnia. W tym celu:

0 Wywotaj okno edytora VBE i wstaw modul standardowy
Module1l (Modutl1).

Q W sekcji General (Ogélne) modulu Module1 (Modul1)
wpisz kod z listingu 5.2. Powinienes$ uzyskac efekt jak
na rysunku 5.7.
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Listing 5.2. Funkcja uzytkownika Silnia w éwiczeniu cw5_3

Function SiTnia(n As Integer) As Long
'Funkcja rekurencyjnego obliczania wartosci n!

If n=20 Then

Silnia =1
Else

Silnia = n * Silnia(n - 1)
End If

End Function

4 Microsoft Yisual Basic - CW5_3.4LS - [Module1 {Code}] : ]
‘o8 Fle Edt Wiew Insert Format Debug  Run Tools  Adddns  Window  Help Wpisz pytanie do Pomocy = _ @ X
5 oo ponoE NS R @ !
I(General] j ISiInia d
Function Silnia(n is Integer) As Long B
=&k ¥BAProject ((W5_3.X15) 'Funkcjs rekurencyinego obliczania wartosci n! —
licrosaft Excel Objects
Arkusz1 (Silniz) If n = 0 Then
H Thisworkbook Silnia = 1
(=5 Modules Else
Lol Modulet Silnia = n * Silniain - 1)
End If
End Function
=l | o

Rysunek 5.7. Wyglqd okna edytora VBE z wpisanq funkcjq Silnia

Wprowadzona funkcja jest bliZzniaczo podobna do funkcji
utworzonej w ¢wiczeniu poprzednim. Dziata réwniez identycznie.
Jedynie znaczniki poczatku i kofica nieco sig od siebie r6znia.

6. Dokoncz budowe tabeli arkusza, wykonujac podane ponizej
polecenia:

0 We wskazanych komoérkach arkusza umiesé¢ nagtéwki:
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0 komoérka C6 — n,
0 komérka D6 — n!,
0 komorka C7 — wpisz liczbe 4.
Proponowana czcionka: Arial CE, normalna, rozmiar 10.

Wyréwnaj do prawej zawarto$¢ C6:D6 oraz podkresl komorki
stylem Krawedz dolna.

Q Wpisz w komoérce D7 formule wywolujaca funkcje:
=SILNIA(C?7). Mozesz réwniez skorzysta¢ z menu Wstaw,
klikna¢ polecenie Funkcja...i wybra¢ funkcje uzytkownika
o nazwie Silnia. Jako jej argument nalezy poda¢ komérke C7.

Q Wylacz siatke arkusza.

Zakonczyles tworzenie arkusza, ktéry powinien mie¢ wyglad jak na
rysunku 5.8.

B Microsoft Excel - w5 _3 I EIES
B Blk  Edycis  Widok Wstaw Format  Marzedzia  Dame  Okno  Pomoc Wpisz pytanie do Pomocy  ~ - 8 X
DEHSIdRYH & LB-F9-0-18 -3 |@Pww -@f
Al CE -0 B ru=E==HP%musEE - 0-A0
L% - %

B e R (e e e [ a T
: i
2 Aplikacja rekurencyjnego obliczania silni n!
3
4 |
5 |
| 6 | n nl
[7 | 2 24
ER
El
10|
11 |
112 |
EEl
14 |
15 |
15 |
[17 ]
18 |
EEl
| 20 |
21 |
22 | |
E=
| 24 |
: 4+ n]\silnia / 1«1 | L”J
Gotowy NUM

Rysunek 5.8. Arkusz aplikacji cw5_3

Sprawdz dzialanie aplikacji. Poeksperymentuj, zmieniajgc wartosci
w komérce C7, a nastepnie zakoncz prace z arkuszem i Excelem, wy-

bierajac Plik oraz Zakoricz.
=
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Obliczanie potegi liczhy rzeczywistej

Zagadnienie obliczania poteg zostalo juz zasygnalizowane w ¢wicze-
niu 2.1 podczas omawiania algorytméw sekwencyjnych. Rozwazania
dotyczyly jednak tylko poteg z wykladnikiem parzystym. Obecnie zo-
stanie przedstawiona rekurencyjna metoda obliczania wartosci potegi
o dowolnym wykladniku. Przyktad zobrazuje jednoczesnie, jak w jed-
nym podprogramie uzy¢ dwéch instrukcji rekurencyjnych.

CWICZENIE

Rekurencyjne obliczanie potegi liczhy rzeczywistej

Przedstaw w postaci listy krokéw rekurencyjny algorytm funkcji ob-
liczajacej potege a”, gdzie aeR, neN.

Rozwigzanie
Dane: Warto$¢ podstawy aeR oraz potegi neN.

Oczekiwany wynik: Warto$¢ podstawy (argumentu) a podniesione;j
do potegi n.

Analiza problemu: Potegowanie rekurencyjne bazuje na podnoszeniu
liczby do kwadratu.

Dla n = 1 wynikiem obliczen jest warto$¢ podstawy a.

Dla n > 1 pierwsze dzialanie zalezy od tego, czy wykladnik jest pa-
rzysty, czy nie:
Q Jezeli wykladnik jest liczbg naturalng parzysta, to doprowadza sig
go do takiej postaci, by wystepowalo potegowanie wewnetrzne
i zewnetrzne o wyktadniku 2, na przykltad 3* = (3%)?, 2'° = (2%
Dla dowolnej parzystej liczby n, zapis ten ma postac:
a’ = (GE)Z.
Q Jezeli wyktadnik jest nieparzysty wiekszy od jednosci,
to wyodrebnia sie fragment z potega parzysta i otrzymany wynik
posredni mnozy sig przez podstawe a, na przyktad 3°= 3°- 3.
Dla dowolnej liczby nieparzystej n, zapis ten ma postac:
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Teraz wyktadnik n — 1 we wzorze jest juz parzysty,
zatem potegowanie mozna zapisa¢ w postaci:
n-1
a"=(a?)a-

Operacje redukowania nalezy powtarzaé¢ tak dilugo, az wszystkie
dzialania w wyrazeniu otrzymaja opisang wyzej postaé. Obrazuja to
przyklady: 3°=3%-3 = (3%%-3 = ((3%)%)?* -3, 7" = (77)* = (7°- 7)* =
(7% 7)* = ((7*- 7)*- 7)".

Skoro za kazdym razem istotna jest informacja, czy podstawa jest pa-
rzysta, czy nieparzysta, to w algorytmie musi wystapi¢ fragment, ktéry
sprawdza parzysto$¢ wyktadnika. W tym celu wystarczy podzieli¢ licz-
be bedacag wykladnikiem przez 2. Jezeli reszta z dzielenia réwna jest
zero, to wykladnik jest podzielny przez 2, a reszta ma wartos¢ zero.

Drugim statym elementem w zredukowanych wyrazeniach jest pod-
noszenie do kwadratu. Warto te operacje zrealizowaé za pomoca od-
rebnej funkcji, do ktérej przekazuje sie odpowiedni argument.

Po uwzglednieniu parzystosci i dokonaniu redukcji wykladnika wedtug
regul podanych powyzej otrzymujemy zalezno$¢ klamrowa w postaci:

a, dlan=1 (5.1)

a"={(a?)’, n jest liczbq parzystq (5.2)
n-1

(a?)a, n jestliczbqnieparzystq  (5.2)

Algorytm w postaci listy krokéw

Zakladamy, ze tworzymy dwuargumentowsa funkcje o nazwie Potega,
do ktérej przekazywane sg nastgpujace argumenty: podstawa — do-
wolna liczba rzeczywista aeR, wykladnik — liczba naturalna neN.
Posta¢ funkgcji rekurencyjnej jest zatem dwuargumentowa: Potega(a, n).
Funkcja ta wywolywana jest kazdorazowo, gdy wystapi w algorytmie.

Krok 1. Sprawdz, czy n = 1. Jezeli tak, to podstaw Potega = a, po
czym przejdz do kroku 7. Jezeli nie, to przejdz do kroku 2.

Krok 2. Sprawdz, czy reszta z dzielenia wyktadnika n przez 2 jest
réwna zero. Jezeli tak, to przejdz do kroku 3. Jezeli nie, to przejdz
do kroku 5.
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Krok 3. {Wykladnik jest liczbg parzysta.} Przypisz n = n/2 i przejdz
do kroku 4.

Krok 4. {Obliczanie potegi liczby a zgodnie ze wzorem (5.2) z zalez-
nosci klamrowej podanej powyzej}. Wywotaj funkcje rekurencyjng
Potega(a, n), a nastepnie podnie$ ja do kwadratu: Potega = (Potega
(a, n))?. Przejdz do kroku 7.

Krok 5. {Wyktadnik jest liczba nieparzysta.} Podstaw n = (n - 1)/2
i przejdz do kroku 6.

Krok 6. {Obliczanie potegi liczby a zgodnie ze wzorem (5.3) z zalez-
nosci klamrowej.} Wywotaj funkcje Potega(a, n), po czym podnies ja do
potegi drugiej i pomnoz przez podstawe a: Potega = (Potega(a, n))**a.
Przejdz do kroku 7.

Krok 7. Zakonicz dzialanie algorytmu. Wynikiem jest biezaca war-
tos¢ Potega.
=

SprawdZz — wykonujac obliczenia na papierze — poprawno$¢ algo-
rytmu dla wybranych wartosci a oraz n.

CWICIENIE

m Algorytm rekurencyjnego obliczania potegi.
Program w Turho Pascalu

Napisz w Turbo Pascalu program rekurencyjnego obliczania potegi
naturalnej dowolnej liczby rzeczywistej. W programie wykorzystaj
funkcje zbudowana z wykorzystaniem algorytmu przedstawionego
w ¢wiczeniu 5.4. Podnoszenie do kwadratu wykonaj za pomoca funkcji
elementarnej Sqr.

Rozwigzanie

Funkcja zrealizowana wedtug opisu podanego w algorytmie z ¢wicze-
nia 5.4 nie zawiera bloku wprowadzania danych i wyswietlania
wyniku. Odpowiednie, umozliwiajgce to instrukcje musza znalez¢
sie w programie gléwnym, z ktérego nastapi wywotanie funkcji po-
tegujacej.
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1. Uruchom Turbo Pascala i utwérz nowy plik, wybierajac
z paska menu polecenia File/New.

2. W oknie edycyjnym wpisz kod z listingu 5.3 albo wczytaj
program z pliku cw5_5.pas znajdujacego sie w katalogu
TP/Rozdz 05.

Listing 5.3. Kod rekurencyjnego programu obliczajqcego wartos¢ naturalnej
potegi liczby rzeczywistej

program cwb 5;

{ Program oblicza rekurencyjnie wartosc }
{ Ticzby a podniesionej do potegi n. }
{ Deklaracja zmiennych uzywanych w programie: }
{ a - liczba potegowana, n - wykladnik potegi. }
var

a: Real; n: Integer:

{ ---- Deklaracja i kod funkcji rekurencyjnej Potega ------ }
function Potega (a: Real; n : Integer): Real;

begin
if n=1 then
Potega := a
else
if (nmod 2 = 0) then
begin
n :=ndiv 2;
Potega := Sgr( Potega(a, n))
end
else
begin
n:=(n - 1) div 2;
Potega := Sgr(Potega(a, n)) * a;
end
end; { ----------------- Koniec funkcji Potega ---- }
{ ---- Program glowny -------==-------cccocooooo- }
begin
writeln;
writeln (' Rekurencyjne obliczanie potegi podanej 1iczby ');
WriteTn (M-mmmmm o e e m e ')
writeln;
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write (' Podstawa a = ') readin (a);
write (' Wykladnik n = "); readln (n);
writeln;
writeln (' Wynik obliczen: ");
writeln (" ", a:0:2, ' do potegi ', n, ' =", Potega(a,n):0:2);
readin;
end.

Funkcja rekurencyjna Potega wystepujaca w listingu 5.3 jest doktad-
nym odwzorowaniem algorytmu i tak tez dziala. Do podnoszenia do
kwadratu stuzy funkcja wbudowana Sqr(argument), ktéra oblicza kwa-
drat podanego w nawiasie argumentu.

Sprawdzenie parzystosci liczby dokonywane jest w instrukcji warun-
kowej przy wykorzystaniu instrukcji mod o sktadni: n mod 2. Wynikiem
tej operacji jest reszta z dzielenia liczby catkowitej n przez 2. Rezultat
zero oznacza, ze n jest podzielne przez 2 — jest zatem liczba parzystg
i wykonywany jest blok instrukcji po stowie kluczowym then. W przy-
padku n nieparzystego program wykonuje polecenia po stowie else.

Iloraz w podprogramie obliczany jest za pomoca funkgji div, ktéra re-
alizuje dzielenie catkowite liczb catkowitych. Oznacza to, ze nie wy-
stepuje reszta z dzielenia, na przyktad 7 div 4 = 1. Wynik dzielenia jest
przypisywany argumentowi n, ktéry jest liczbg naturalna.

Gléwny tor programu to deklaracja zmiennych oraz wczytanie danych:
podstawy a i wykladnika n. Potem wywolywana jest dwuargumento-
wa funkcja Potega(a, n). Wywolanie nastepuje bezpoérednio z linii wy-
prowadza]qce] wyniki na ekran: writeln (a:0:2, * do potegi ', n, ' ="

Potega(a,n):0:2). Sposéb wyswietlania danych i rezultatu obhczen
— z dwoma mle]scaml dziesietnymi — mozna oczywiscie dostosowac
wedlug uznania. Efekt wykonania programu przedstawia rysunek 5.9.

CWICZENIE _—

m Algorytm rekurencyjnego obliczania potegi.
Aplikacja w Excelv

Napisz w Excelu program rekurencyjnego obliczania potegi natural-
nej dowolnej liczby rzeczywistej. W programie wykorzystaj funkcje
uzytkownika zbudowang z wykorzystaniem algorytmu przedstawio-
nego w ¢wiczeniu 5.4.
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t_pascalt, TURBO.EXE

e ohliczanie potegi podanej liczhy

Podstawa a = 2
Wykladnik n = 12

Wynik oblicz=en:
2.88 do potegi 12 = 40896.88

Rysunek 5.9. Efekt wykonania programu cw5_5

Rozwigzanie

1. Uruchom program Excel i zapisz domyslnie pojawiajacy sie
Zeszytl w wybranym przez siebie katalogu pod nazwa cw5_6
albo wczytaj arkusz cw5_6.xls z katalogu EX/Rozdz_05.

2. Zmien nazwe zaktadki Arkusz1 na Potegowanie.
3. Usun zakladki Arkusz 2 i Arkusz3.

4. W komérce C2 umies¢ tekst — Aplikacja rekurencyjnego
obliczania potegi. Proponowana czcionka: Arial CE, pogrubiona,
w kolorze fioletowym, rozmiar 18.

5. Utworz funkcje przeliczeniowg Potega. W tym celu:

0 Wywotaj okno edytora VBE i wstaw modul standardowy
Module1 (Modut1).

Q W sekgji General (Ogélne) modulu Module1 (Modull) wpisz
kod z listingu 5.4, tak jak przedstawia to rysunek 5.10.

Listing 5.4. Kod funkcji Potega z éwiczenia 5.6

Function Potega(a, n)
'Funkcja potegowania rekurencyjnego.
'Znaczenie argumentéw a - podstawa, n - wyktadnik.

If n=1 Then
Potega = a
Else
If (n Mod 2) = 0 Then



Rozdziat 5. « Algorytmy rekurencyjne 133
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Rysunek 5.10. Edytor VBE z kodem funkcji Potega. Po lewej widoczne jest
okno eksploratora, a ponizej okno wilasciwosci budowanego arkusza
Potegowanie

"Wyktadnik n jest parzysty.
n=n/?2
Potega = Potega(a, n)
Potega = Potega * Potega
Else
"Wyktadnik n jest nieparzysty.
n=mn-1) /2
Potega = Potega(a, n)
Potega = Potega * Potega * a
End If
End If
End Function

Dziatanie funkcji jest identyczne jak w ¢wiczeniu poprzednim.
Niewielkie réznice w kodzie polegaja na innym zorganizowaniu
podnoszenia do kwadratu (mnozenie przez siebie) oraz
na zastosowaniu zwyklego operatora dzielenia (/).

6. Dokoncz budowe arkusza, tworzac tabele przeliczeniowa:

0 We wskazanych komérkach arkusza umies¢ nagtéwki:
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0 komoérka C4 — Podstawa a,
0 komorka E4 — Wyktadnik n,
0 komoérka G4 — an; sformatuj litere n jako Indeks gérny,
Q komérka C5 — 2,
Q komorki E5:E14 — wprowadz kolejne liczby naturalne od
1 do 10.
Q Zmien szeroko$¢ kolumn C, E, G na 85 pikseli.
0 Podkresl komérki arkusza C4, E4 i G4 stylem Gruba krawedz
dolna,. Zmien kolor tekstu w komoérkach na zielony,
po czym go wysérodkuj.
7. W komoérce G5 wpisz formute przeliczeniowa — =Potega
($C$5,E5), a nastepnie skopiuj ja do komérek G6:G14.

Znak ($) oznacza adresowanie bezwzgledne (absolutne)

— podczas kopiowania formutly adres komérki C5, do ktérej
odwoluje sie formuta, nie ulegnie zmianie. W formule
wystepuje tez odwolanie wzgledne, ktére we wklejanej formule
jest aktualizowane i dotyczy innych komérek wzgledem potozenia
formuty. W naszej funkcji sa to kolejne komérki z kolumny E,
poczynajac od E5.

8. Tworzenie arkusza zostalo zakonczone. Efekt widoczny jest
na rysunku 5.11.

9. Poeksperymentuj z warto$ciami podstawy a oraz wyktadnika n,
zmieniajgc warto$ci w odpowiednich komérkach, a nastepnie
zakoncz prace z arkuszem i Excelem, wybierajac Plik oraz Zakoricz.

— |

Uwagi koncowe

Mocne i stabe strony rekurencji

Zalety programoéw realizowanych rekurencyjnie:

Q pozwalajg rozwigzywac problemy o dowolnej rozpigtosci zbioru
i trudne do opisu,

Q zwigzlos¢ i elegancja zapisu.



Rozdziat 5. « Algorytmy rekurencyjne 135

EdMicrosoft Excel - CW5_6 == x]
.E_] Plik Edycja ‘Widok ‘Wstaw Format Marzedzia Dane  ©kno  Pomoc Wpisz pytanie doPomocy = o B X
NEHSSRITH & BRI/ 9 -0 @z sl @dw -af
arial CE -0 - B 7 U|SE=HE|D % om0 %0 ElE-5-4A-8

Q51 = b3
o E ey e T
7 =
2 Aplikacja rekurencyjnego obliczania potegi
3

| 4 | Podstawa a Wykladnik n a"

(5 | 2 1 2

B 2 4

7 3 a

5 | 4 18

1o | 5 k7]

10| B B4

B 7 128

(17| ] 265

EE E] 512

| 14 | 10 1024

15 |

|16 |

17|

18|

19|

o0 |

21|

(27 =

=l

| 24 |
= -
44 » ¥]\Potegowanie 141 | LIJJ
Gotowy UM

Rysunek 5.11. Arkusz Potegowanie z aplikacji cw5_6

Niestety, sg tez powazne wady. Zaliczamy do nich:

Q powielanie tych samych obliczen,

QO niejasny i trudny do analizy przebieg wywolan,

Q niebezpieczenistwo nieskonczone;j liczby odwotan,

Q duze zapotrzebowanie na pamie¢ podczas przetwarzania.
Niedogodnosci sg spowodowane gltéwnie tym, ze po kazdym odwota-
niu rekurencyjnym zachodzi konieczno$¢ zapamigtania informacji
potrzebnych do odtworzenia stanu procesu sprzed wywolania. Za-

pamietywane informacje przechowywane sg w obszarze pamieci zwa-
nym stosem.

Stos

Stos (ang. stack) to obszar wewnetrznej pamieci komputerowej prze-
znaczonej do czasowego przechowywania informacji zwigzanych
z wykonywanym programem. Dla rekurencji istotne jest, by stos
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posiadal strukture LIFO (akronim z ang. Last In First Out). W doslow-
nym tlumaczeniu oznacza ostatni na wejsciu jest pierwszym na
wyjsciu. Komputer odzyskuje potrzebne do wykonania programu in-
formacje, pobierajac je z wierzcholka stosu. Zadany element lokali-
zowany jest dzieki rejestrowi zwanemu wskaznikiem stosu (ang.
stack pointer), ktéry jest powiekszany o 1 kazdorazowo przed umiesz-
czeniem kolejnego elementu na stosie i dekrementowany o 1 po zdje-
ciu elementu ze stosu. Latwo zauwazy¢, ze gdy wskaznik ma wartos¢é
zero, to stos jest pusty.

Stos jest obszarem pamieci o ograniczonej pojemnoéci, dlatego tatwo
moze dojé¢ do jego przepelnienia. Podczas rekursji zdarza sie to nader
czesto i wywoluje btad, ktéry sygnalizowany jest komunikatem stack
overflow (z ang. przepelnienie stosu).

Dzialanie stosu obrazuje rysunek 5.12.

a) b) c)
\

2 |

A

N

Rysunek 5.12. Poglqdowa struktura stosu obrazujqca: a) dodanie informacii,
b) przechowanie informacji, ¢) pobranie informacji ze stosu

Z rysunku widaé, ze stos ma strukture studni. Dane umieszczane sg
zawsze na szczycie stosu i stad tez pobierane. Informacja wprowa-
dzona jako pierwsza zostanie pobrana jako ostatnia.
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Cwiczenia
do samodzielnego wykonania

CWICIENIE

Uléz algorytm obliczania sumy kolejnych liczb naturalnych.

CWICZENIE _—

Sprawdz, czy w podprogramie z listingu 5.3 mozna zastosowaé zwy-
kty operator dzielenia (/). Czy instrukcje n := (n - 1) div 2 mozna
zastapi¢ poleceniem n := n div 2? Jak to wyjadnié?

CWICZENIE -—

Przedstaw algorytm z ¢wiczenia 5.4 w postaci schematu blokowego.

CWICZENIE -

U6z algorytm obliczania pierwiastka stopnia n z podanej liczby, a na-
stepnie zakoduj go w Turbo Pascalu i Visual Basicu.
_ =m





