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ROZDZIAL 2.

Algorytmy
W ujeciu matematycznym

Wybierajac algorytm do rozwigzania problemu, prébujesz przewidzied, ktéry bedzie najszybszy
dla konkretnego zbioru danych na konkretnej platformie (lub rodzinie platform). Okreslenie
oczekiwanego czasu dzialania danego algorytmu jest procesem z natury matematycznym. W tym
rozdziale przedstawiamy narzedzia matematyczne pomagajace w takich przewidywaniach. Po
przeczytaniu tego rozdzialu Czytelnicy beda rozumiec rézne pojecia matematyczne wystepujace
w tej ksigzce.

Wspdlnym motywem tego rozdziatu (w istocie — przyjetym w calej ksiazce) jest zalozenie, ze
wszystkie hipotezy i przyblizenia mogg sie r6zni¢ o pewng stala, przy czym w naszych uogél-
nieniach stale takie mozemy pomija¢. Dla wszystkich algorytméw ujetych w tej ksigzce stale te
sa male w przypadku niemal wszystkich platform.

Rozmiar konkretnego problemu

Przez egzemplarz (ukonkretnienie) problemu rozumie si¢ okreslony zbiér danych, na ktérym
dziata program. W wiekszosci probleméw czas wykonania programu wzrasta z rozmiarem ko-
dowania rozwiazywanego egzemplarza. Z drugiej strony reprezentacje nazbyt zwarte (np. po-
wstate z uzyciem technik kompresji) moga niepotrzebnie spowalnia¢ wykonanie programu.
Zdefiniowanie optymalnego sposobu zakodowania konkretnego problemu jest zaskakujaco trudne,
poniewaz problemy wystepuja w Swiecie rzeczywistym i trzeba je thumaczy¢ na odpowiednig
reprezentacje maszynowa, aby mozna bylo je rozwigza¢ na komputerze. Rozwazmy dwa zako-
dowania liczby x, pokazane nieco dalej w ramce , Konkrety sq kodowane”.

O ile to tylko mozliwe, chcemy w ocenie algorytméw korzystac¢ z zalozenia, Ze zakodowanie
konkretnego problemu nie ma decydujacego wplywu na mozliwos¢ uzyskania sprawnej realizacji
algorytmu. Cho¢ rozmiary obu kodowar (w ramce) sa niemal identyczne, wiaze si¢ z nimi rézna
sprawnos¢ podstawowej operacji, zalezna od tego, czy x ma w reprezentacji dwdjkowej parzysta,
czy nieparzysta liczbe bitéw o wartosci 1.

Wybdr reprezentacji konkretnego problemu zalezy od typu i rozmaitosci operagji, ktére majq by¢
wykonywane. Projektowanie efektywnych algorytméw czesto zaczyna sie od wyboru odpowied-
nich struktur danych, za pomoca ktérych mozna przedstawic problem wymagajacy rozwiazania,
co pokazano na rysunku 2.1.
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Rozwazmy nastepujacy, klasyczny 17-wieczny haikai autorstwa Matsuo Basho:
2 h . xr
Bt P HFRAL KD E
Wiersz ten mozna przedstawic nastepujaco:

Kodowanie 1: 30-bajtowy ciqg znakéw Unicode'u:
E547A91CCB1A071A0908E89B4CBAS469BEBSF2F1C68280732C168E381573A53EB3

Kodowanie 2: 40-bajtowy napis w Kanji:

“furu ike ya kawazu tobikomu mizu no oto”

Kodowanie 3: tablica 3 x 18 znakow z przekfadem angielskim:

o 1 d P o n d
a f r o g j um p s i on
t h e S o u n d o f Ww a t e r

Rysunek 2.1. Bardziej skomplikowane zakodowanie konkretnego problemu

Konkrety sg kodowane

Zalézmy, ze masz wielka liczbe x i chcesz wyznaczy¢ parzystos¢ liczby jedynek w jej reprezentacji
dwdjkowej (to znaczy, chcesz sprawdzié, czy w jej reprezentacji dwdéjkowej wystepuje parzysta
liczba bitéw o wartosci 1). Jesli na przykiad x = 15 137 300 128, to jej przedstawienie przy pod-
stawie 2 jest nastepujace:

x,=1110000110010000001101111010100000
a liczba jedynek jest w niej parzysta. Rozwazamy dwie mozliwosci kodowania:
Pierwsze kodowanie x: 1110000110010000001101111010100000

W tym przypadku reprezentacjg problemu jest 34-bitowe przedstawienie x przy podstawie 2,
zatem rozmiar wejécia' wynosi n = 34. Zauwazmy, Ze logy(x) = 33,82, zatem kodowanie to jest
optymalne. Aby jednak obliczy¢ parzystos¢ liczby jedynek, trzeba sprawdzi¢ kazdy bit. Optymalny
czas obliczenia parzystosci rosnie liniowo wraz z n (logarytmicznie z x).

Liczbe x mozna tez zakodowacé w postaci n-bitowej z dodaniem bitu sumy kontrolnej, ktéry
wskazuje parzystos¢ liczby jedynek w kodowaniu x.

Drugie kodowanie x: 1110000110010000001101111010100000[0]

Ostatni bit x w drugim kodowaniu jest réwny 0, co oznacza, ze x ma parzysta liczbe jedynek
(parytet parzysty® = 0). W tej reprezentacji n = 35. W obu przypadkach rozmiar 1 zakodowanego
egzemplarza problemu rosnie logarytmicznie ze wzrostem x. Jednak czas optymalnego algorytmu
obliczenia parzystosci x z uzyciem pierwszego kodowania rosnie logarytmicznie z rozmiarem
kodowania x, a w drugim kodowaniu czas algorytmu optymalnego jest staly i nie zalezy od roz-
miaru kodowania x.

! Tam, gdzie nie powoduje to niejednoznacznosci, uzywamy okresleri wejscie, wyjscie zamiast dane wejsciowe,
dane wyjsciowe — przyp. thum.

2 Albo ,réwna parzystos¢” (ang. even parity); wskutek thumaczenia w matematyce, fizyce i informatyce angielskiego
parity jako ,parzysto$¢” powstaje tu zabawna sytuacja: dost. , parzysto$¢ parzysta” — przyp. thum.
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Poniewaz nie mozemy formalnie zdefiniowac rozmiaru konkretnego problemu, zakladamy, Ze jest
on zakodowany w jaki$ ogélnie akceptowany sposéb. Na przyklad, sortujac 7 liczb, przyjmujemy
ogoblna zasade, ze kazda z n liczb miesci sie w stowie danego komputera, a rozmiar konkretnych
danych, ktére majg by¢ posortowane, wynosi n. Gdyby ktéras z tych liczb wymagata wiecej niz
jednego stowa — lecz tylko skoriczonej, ustalonej liczby stéw — to nasza miara rozmiaru kon-
kretnego problemu réznilaby sie o pewna stala. Tak wiec algorytm, ktéry wykonuje obliczenia
na 64-bitowych liczbach catkowitych, moze dziala¢ dwa razy diluzej niz podobny algorytm
zakodowany dla liczb przechowywanych na 32 bitach.

Do przechowywania zestawéw (kolekcji) informacji wiekszos¢ jezykéw programowania udo-
stepnia tablice — ciagle obszary pamieci indeksowane catkowitym i, umozliwiajace szybki dostep
do i-tego elementu. Tablica jest jednowymiarowa, jesli kazdy element miesci si¢ w stowie plat-
formy (np. tablica liczb catkowitych, wartoéci boolowskich lub znakéw)’. Inne tablice maja wiele
wymiaréw, umozliwiajac ciekawsze reprezentacje danych, jak pokazano na rysunku 2.1. Trzeba
tez dodac, co pokazano nieco dalej, w ramce , Wplyw kodowania na sprawnos¢”, ze kodowanie
moze oddziala¢ na sprawnos¢ algorytmu.

Wskutek olbrzymiej réznorodnosci jezykéw programowania i sprzetu komputerowego, na ktérym
sa wykonywane programy, badacze algorytméw godza sie z tym, Ze nie sq w stanie obliczy¢
z wysrubowana dokladnoscia kosztéw wynikajacych z uzycia takiego czy innego kodowania
w implementacji. Przyjmuja wiec, ze koszty dzialania réznigce si¢ stalym mnoznikiem sa
asymptotycznie réwnowazne. Cho¢ taka definicja bylaby niepraktyczna w realnych sytuacjach
(kto bylby zadowolony, styszac, ze musi zaplaci¢ rachunek tysigckrotnie wyzszy niz zakladany?),
stuzy uniwersalnie do poréwnywania algorytméw. Jest oczywiste, ze gdy chodzi o zrealizowanie
algorytmu w kodzie na potrzeby przemyslowe, szczegélty wyrazone w tych statych s istotne.

Tempo rosniecia funkji

Powszechnie akceptowana metoda opisywania zachowania algorytmu jest przedstawienie tempa
wzrostu czasu jego wykonania w funkcji rozmiaru konkretnego, wejsciowego problemu. Cha-
rakteryzowanie w ten sposéb sprawnosci algorytmu jest abstrakcja, w ktdrej pomija sie szczegéty.
Wilasciwe postugiwanie sie ta miarg wymaga uswiadomienia sobie szczegétow, ktére taka abs-
trakcja skrywa.

Kazdy program jest wykonywany na platformie — termin ten ogdlnie okresla, co nastepuje:

« komputer, na ktérym program jest wykonywany, jego jednostke centralng (CPU), pamie¢
podreczna, jednostke obliczeri zmiennopozycyjnych (FPU) i inne wilasciwosci zrealizowane
uktadowo;

* jezyk programowania, w ktérym program jest napisany, wraz z kompilatorem lub inter-
preterem i ustawieniami dotyczacymi optymalizowania generowanego kodu;

 system operacyjny;

« inne procesy wykonywane w tle.

? Jest to dos¢ tendencyjna definicja, poniewaz liczba rozmiaréw tablicy jest wyznaczona przez liczbe wskazni-
kéw (adreséw posrednich) potrzebnych do dotarcia do jej elementu. Sam element tablicy moze zajmowac
wiele stéw maszynowych lub czesc stowa — przyp. tum.
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Wptyw kodowania na sprawnos¢

Zal6zmy, ze program przechowuje informacje o ukladzie okresowym pierwiastkéw. Do czestych
pytan naleza: (a) ,Ile wynosi ciezar atomowy pierwiastka o numerze N?”, (b) ,Ile wynosi ciezar
atomowy pierwiastka o nazwie X?” i (c) ,Jak sie nazywa pierwiastek o numerze N?”. Ciekawa
kwestiag w tym zadaniu jest to, ze wedlug danych na styczeni 2008 r. pierwiastek 117 nie zostal
odkryty, cho¢ pierwiastek 118, Ununoctium, jest juz znany.

Pierwsze kodowanie ukladu okresowego. Zapamietaj dwie tablice: nazwaPierwiastkal ], ktérej
i-ta wartos¢ jest nazwa pierwiastka o liczbie atomowej i, i tablice ciezarElementu?, ktérej i-ty
element ma warto$¢ ciezaru atomowego pierwiastka.

Drugie kodowanie ukladu okresowego. Zapamietaj napis zlozony z 2626° znakéw, reprezentujacy
caly uklad okresowy. Pierwsze 62 znakéw wyglada nastepujaco:

1 H Hydrogen 1,00794
2 He Helium 4,002602
3 Li Lithium 6,941

W ponizszej tabeli pokazano wyniki z 32 préb liczacych po 100 000 losowych zapytan (w tym
réwniez niepoprawnych). Usunigto wynik najlepszy i wynik najgorszy, zostawiajac 30 prob,
ktérych $redni czas wykonania (i odchylenie standardowe) podano w milisekundach.

Ciezar Numer Nazwa
Kodowanie 1 2,145,45 131,7348,83 2,6315,99
Kodowanie 2 635,07+41,19 1050,43+75,60 664,13+45,90

Zgodnie z oczekiwaniami drugie kodowanie daje gorsze czasy wykonania, poniewaz kazde za-
pytanie wymaga dzialari na napisach. Kodowanie 1 umozliwia sprawne przetwarzanie zapytan
o cigzar i nazwe, lecz pytania o numer zmuszaja do przeszukania nieuporzadkowanego ukladu.

Ten przykiad wykazuje, ze ré6zne zakodowanie danych powoduje (lub moze powodowac)
olbrzymie réznice w czasie wykonania. Pokazuje réwniez, ze projektanci powinni zastanowié
si¢ nad wyborem operacji, ktére chca optymalizowac.

Przyjmuje sie tu zalozenie, Ze zmiana ktéregokolwiek z parametréw platformy zmieni czas wy-
konania programu o czynnik staly. Aby osadzi¢ dalsze oméwienie w jakim$ konkretnym kon-
tekscie, dokonamy zwiezlego przegladu algorytmu WYSZUKIWANIA LINIOWEGO, przedstawio-
nego w rozdziale 5. WYSZUKIWANIE LINIOWE polega na przejrzeniu po jednym wykazu n>1
okreslonych elementéw az do znalezienia potrzebnej wartosci v. Na razie zalézmy, Ze:

» na wykazie jest wyodrebnionych 1 elementéw,

» poszukiwany element v wystepuje na wykazie,

o kazdy element wykazu moze mie¢ wartos¢ v z jednakowym prawdopodobieristwem.

Aby zrozumieé osiagi WYSZUKIWANIA LINIOWEGO, musimy wiedzie¢, ile elementéw jest
w nim sprawdzanych ,$rednio”. Poniewaz wiadomo, ze v wystepuje na wykazie i kazdy element

* W nazwach nie nalezacych do wiekszych fragmentéw kodu dla wygody czytania uzywamy liter ze znakami
diakrytycznymi. Nazwy takie sa réwniez w tekscie odmieniane przez przypadki — przyp. thum.

® Ta liczba odnosi sie do angielskich nazw pierwiastkéw — przyp. Hum.
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moze przyjaé wartos¢ v z réwnym prawdopodobieristwem, srednia liczba E(n) elementéw
sprawdzanych jest suma liczb elementéw sprawdzanych dla kazdej z n wartosci, podzielong
przez n. Wyrazajac to matematycznie:
1&. nn+l) 1 1
Em)=—) i= =
() n ; 2n 2 2
Zatem zgodnie z tymi zatozeniami w WYSZUKIWANIU LINIOWYM jest sprawdzanych okolo
polowy elementéw na wykazie n réznych elementéw. Jedli liczba elementéw wykazu zostanie
podwojona, to WYSZUKIWANIE LINIOWE powinno sprawdzac okolo dwa razy wiecej elementéw;
oczekiwana liczba badar jest liniowgq funkcja 7. Oczekiwana liczba badan jest zatem liniowa, czyli
wynosi ,okolo” c-n, gdzie c jest pewng stalg. W danym wypadku ¢ = 1/2. Podstawowy wniosek
z tej analizy jest taki, Ze stala c jest nieistotna dla dtuzszych wykonar, poniewaz najwazniejszym
czynnikiem kosztu jest rozmiar egzemplarza problemu, czyli n. Wraz ze wzrostem n biad
w stwierdzeniu, ze
1 1 1

—nr—n+—
2 2

2

staje sie mato znaczacy. W rzeczywistosci proporcja miedzy oboma stronami tego przybliZzenia
dazy do 1. To znaczy:

U

Iim=—"4%—=
n—® 1 1
2 n

aczkolwiek blad w oszacowaniu jest znaczacy dla matych wartosci n. Biorac to pod uwage, mé-
wimy, ze tempo wzrostu oczekiwanej liczby elementéw, ktére trzeba zbada¢ w WYSZUKIWANIU
LINIOWYM, jest liniowe. Tym samym pomijamy czynnik staly i koncentrujemy sie tylko na eg-
zemplarzach probleméw duzego rozmiaru.

Postugujac sie przy wybieraniu algorytméw abstrakcja tempa wzrostu, musimy by¢ $wiadomi
nastepujacych zalozen:

State sq wazne
Z tego powodu uzywamy superkomputeréw i unowocze$niamy nasze komputery co pe-
wien czas.

Rozmiar n nie zawsze jest duzy
W rozdziale 4. zobaczymy, Ze czas wykonania algorytmu QUICKSORT rosnie wolniej niz czas
wykonania SORTOWANIA PRZEZ WSTAWIANIE. Mimo to SORTOWANIE PRZEZ WSTA-
WIANIE przewyzsza QUICKSORT dla matych tablic na tej samej platformie.

Tempo wzrostu czasu algorytmu przesadza o tym, jak bedzie si¢ on zachowywat w przypadku
coraz wiekszych konkretnych probleméw. Odniesmy te podstawowgq zasade do bardziej ztozo-
nego przykiadu.

Zajmiemy sie ocena czterech algorytméw sortowania w pewnym zadaniu sortowania. Nastepujace
dane dotyczace sprawnosci wygenerowano podczas sortowania bloku n losowych napiséw.
Dla blokéw dilugosci n = 1...512 wykonano 50 préb. Usunieto sprawnosc najlepsza i najgorsza,
i na wykresie przedstawionym na rysunku 2.2 ukazano $redni czas obliczenia (w mikrosekun-
dach) pozostatych 48 wynikéw. Wariancja miedzy tymi wykonaniami jest zaskakujaca.
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Srednia z 48 préb sortowania matych zbioréw danych
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Srednia z 48 préb sortowania wiekszych zbioréw danych
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Rysunek 2.2. Pordwnanie czterech algorytmow sortowania matych zbiorow danych

Jedna z mozliwych interpretacji tych wynikéw polega na prébie obmyslenia funkgji, ktéra prze-
widywalaby sprawnos¢ kazdego algorytmu na egzemplarzu problemu o rozmiarze #n. Poniewaz
odgadniecie takiej funkcji jest malo prawdopodobne, korzystamy z dostepnego na rynku opro-
gramowania do obliczania krzywej trendu za pomoca procesu statystycznego zwanego analiza
regresji. Miarg ,,dopasowania” krzywej trendu do rzeczywistych danych jest liczba z przedzialu
[0, 1], nazywana wartoscia R>. Wartosci bliskie 1 wskazujq duze dopasowanie. Jesli na przyktad
R® = 0,9948, to szansa na to, ze dopasowanie krzywej trendu jest spowodowane losowymi zmia-
nami w danych, wynosi tylko 0,52%.
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SORT-4 dziala wyraZnie najgorzej z tych algorytméw. Dla 512 punktéw danych naniesionych na
wykresie krzywa trendu, ktérej odpowiadajq te dane, wyglada nastepujaco:

¥ =0,0053-n" —0,3601-1n+39,212
R’ =0,9948

Poziom ufnosci R? tak bliski 1 zaswiadcza, ze oszacowanie to jest dokladne. Najszybsza realizacje
w zadanym przedziale punktéw umozliwia algorytm SORT-2. Jego zachowanie jest scharaktery-
zowane przez nastepujace réwnanie:

1 =0,05765-n-log(n) +7,9653

SORT-2 z poczatku minimalnie przewyzsza SORT-3, ostatecznie za§ mozna przyjac, ze jest o 10%
szybszy niz SORT-3. Algorytm SORT-1 zachowuje si¢ dwojako. Dla blokéw 39 napiséw — lub
mniejszych — zachowanie jest opisane wzorem:

y=0,0016-n"—0,2939-n+3,1838
R’ =0,9948

Jednakze dla 40 napiséw i wiecej jego zachowanie jest scharakteryzowane przez:
y=0,0798-n-log(n)+142,7818

Wspéltczynniki liczbowe w tych réwnaniach catkowicie zaleza od platformy, na ktérej dzialajg dane
realizacje. Jak opisano wczesniej, tego rodzaju przypadkowe réznice nie maja znaczenia. Trend diu-
goterminowy, towarzyszacy wzrostowi 1, dominuje w obliczeniach tego typu zachowar. I rzeczy-
wiscie, na rysunku 2.2 zachowanie uwidoczniono w dwu réznych przedziatach, aby pokazac, ze
dopdki n nie jest dostatecznie duze, dopéty prawdziwe zachowanie algorytmu moze sie nie ujawnic.

Osoby projektujace algorytmy daza do zrozumienia réznic w zachowaniu poszczegdlnych
algorytmoéw. Kod takich algorytméw mozna pobrac¢ z powszechnie dostepnych magazynéw
(,repozytoriéw”) kodu Zrédlowego, a obejrzenie wplywu wyboréw projektowych na ogdlne
dzialanie jest bardzo pouczajace. SORT-1 odzwierciedla dzialanie funkcji qgsort w systemie
Linux 2.6.9. Przegladajac kod Zrédiowy (mozna go znalezZé w dowolnej sktadnicy kodu linukso-
wego®), napotykamy nastepujacy komentarz: ,Qsort routine from Bentley & Mcllroy’s Engi-
neering a Sort Function”. Bentley & Mcllroy [1993] podaja, jak zoptymalizowaé QUICKSORT,
zmieniajac strategie stosownie do rozmiaréw problemu: mniejszych niz 7, zawartych miedzy
8 a 39 i wiekszych od 40. Przyjemnie jest skonstatowad, Ze przedstawione tutaj wyniki empiryczne
potwierdzaja to, co zawiera implementacja.

Analiza przypadku najlepszego, sredniego i najgorszego

Rodyzi si¢ pytanie, czy wyniki z poprzedniego podrozdzialu beda wazne dla wszystkich konkre-
tyzacji problemu. A moze SORT-2 jest najlepszy tylko do sortowania matej liczby napiséw? Dane
wejsciowe moga sie przeciez r6zni¢ pod wieloma wzgledami:
» Napisé6w mogloby by¢ milion. Jaka bedzie skalowalnos¢ algorytmu dla tak duzego wejscia?
o Dane moga by¢ czeSciowo posortowane, to znaczy, prawie wszystkie elementy nie sg zbyt
oddalone od swoich miejsc na posortowanym wykazie.

¢ Zob. np. http://lxr linux.no/linux+v2.6.11/fs/xfs/support/gsort.c.
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o Te same wartosci moga wystepowacé w danych wejsciowych wielokrotnie.

 Niezaleznie od rozmiaru n zbioru wejsciowego elementy moglyby pochodzi¢ ze znacznie
mniejszego zbioru i mogloby sie znajdowac posréd nich wiele takich samych wartosci.

Choé¢ SORT-4 z rysunku 2.2 byl najwolniejszy ze wszystkich czterech algorytméw w sortowaniu
n losowych napiséw, okazuije sie, Ze jest on najszybszy, gdy dane sa juz posortowane. Ta przewaga
jednak szybko zanika — wystarczy, aby losowych 16 elementéw nie znajdowalo sie na wlasciwych
miejscach (zob. rysunek 2.3).
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Rysunek 2.3. Pordwnanie algorytmow sortowania przy sortowaniu danych juz posortowanych lub prawie
posortowanych

Przypus$émy jednak, ze tablica wejSciowa z n napisami jest ,prawie posortowana”, tzn. n/4
napiséw (25 procent) pozostaje na zamienionych pozycjach, lecz tylko w odleglosci czterech
miejsc od wlasciwej. Mozna sie zdziwié, widzac na rysunku 2.4, ze SORT-4 jest wéwczas lepszy
od innych.
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Dane prawie posortowane; tylko n/4 pozycji jest losowo
przemieszczonych o 4 miejsca od wtasciwego
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Rysunek 2.4. Algorytm Sort-4 wygrywa w przypadku danych prawie posortowanych

Wnioski, ktére mozna z tego wyciagnad, sa takie, ze dla wielu probleméw nie istnieje jeden
optymalny algorytm. Wybér algorytmu zalezy od zrozumienia rozwigzywanego problemu; wy-
pada tez uwzgledni¢ rozklady prawdopodobieristwa w konkretnych danych oraz zachowanie
poszczegdlnych algorytmoéw.

Aby dostarczy¢ pewnych wskazéwek, algorytmy sa zazwyczaj przedstawiane z uwzglednieniem
trzech typowych przypadkéw:

Przypadek najgorszy
Definiuje klase danych wejsciowych, dla ktérej algorytm wykazuje najgorszy czas dzialania.
Zamiast okreslania konkretnych danych projektanci na ogét opisuja whasciwosci danych wej-
Sciowych, ktére powoduja, ze algorytm nie dziala wydajnie.

Przypadek sredni
Definiuje zachowanie oczekiwane w przypadku wykonywania algorytmu na losowych da-
nych wejsciowych. Méwiac nieformalnie, nawet jesli dla jakichs egzemplarzy problemu trzeba
bedzie zuzyc¢ wiecej czasu z jakichs specjalnych powodéw, zdecydowana wigkszos¢ probleméw
wejsciowych nie bedzie odbiega¢ od tej normy. Miara taka okresla, na co moze liczy¢ prze-
cietny uzytkownik algorytmu.

Przypadek najlepszy
Definiuje klase danych wejsciowych, na ktérej algorytm dziata najlepiej. Z takimi danymi
algorytm ma najmniej do roboty. W rzeczywistosci przypadki najlepsze zdarzaja sie rzadko.

Znajac sprawnos¢ algorytmu w tych poszczegélnych przypadkach, mozesz rozstrzygnagd, czy jest
on odpowiedni w Twojej konkretnej sytuaciji.
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Przypadek najgorszy

Wraz ze wzrostem n wigkszos¢ probleméw ma wiecej mozliwych konkretyzacji rozmiaru 7. Dla
dowolnej konkretnej wartosci n iloé¢ pracy wykonana przez algorytm lub program moze by¢
zdecydowanie rézna, zaleznie od egzemplarza problemu rozmiaru n. Dla danego programu
i wartosci n czas dzialania w przypadku najgorszym jest maksymalnym czasem wykonania
wybranym sposréd wszystkich czaséw dzialania na egzemplarzach rozmiaru #.

Przykladanie wagi do przypadku najgorszego jest pesymistycznym widzeniem $wiata. Najgorszy
przypadek zachowania algorytmu interesuje nas z powodu:

potrzeby uzyskania odpowiedzi
analiza ztozonosci algorytmu jest w tym przypadku czesto najlatwiejsza;

ograniczeri czasu rzeczywistego
jesli planujesz system do pomagania chirurgowi wykonujacemu operacje na otwartym sercu,
to jest nie do przyjecia, aby program dziatal nadspodziewanie dtugo’ (nawet jesli takie wolne
dzialanie nie zdarza sie ,czesto”).

Ujmujac rzecz bardziej formalnie, jesli S, jest zbiorem konkretyzacji problemu s; rozmiaru n,
a t oznacza czas wykonania algorytmu w kazdym z tych przypadkéw, to dziatanie algorytmu na
S, w przypadku najgorszym wynosi maksimum £(s;), gdzie s; € S,. Jesli oznaczy¢ najgorszy przy-
padek dzialania na S, przez T,.(nn), to tempo rosniecia T,,(1) okresla zlozonos¢ algorytmu w naj-
gorszym przypadku.

Ogodlnie biorac, nie wystarczy zasobéw, aby obliczy¢ algorytm dla kazdego przypadku s; po to,
zeby okresli¢ doswiadczalnie problem wejsciowy prowadzacy do przypadku najgorszego dzia-
fania. Zamiast tego oponent prébuje wysmazy¢ najgorszy przypadek problemu wejsciowego na
podstawie opisu algorytmu.

Przypadek sredni

System telefoniczny zaprojektowany do obstugi duzej liczby n telefonéw musi w najgorszym
przypadku zdota¢ obstuzy¢ wszystkie rozmowy, gdy #n/2 oséb chwyta za stuchawki i dzwoni
do innych /2 oséb. Cho¢ system taki nie ulegalby nigdy awarii z powodu przecigzenia, cena
jego budowy bylaby zaporowa. Poza tym prawdopodobieristwo, Ze kazda z n/2 oséb dzwoni do
innej sposréd pozostatych n/2 oséb, jest nadzwyczaj mate. Mozna zaprojektowac system tariszy,
a mimo to bardzo rzadko doznajacy zalaman z powodu przecigzenia (mozliwe, Ze nigdy). Mu-
simy sig jednak odwolac¢ do aparatu matematycznego, aby rozwazy¢ prawdopodobieristwa.

Ze zbiorem konkretnych probleméw rozmiaru n kojarzymy rozklad prawdopodobieristwa Pr,
w ktérym prawdopodobieristwa z przedziatu od 0 do 1 sg przypisane kazdemu problemowi
w ten sposéb, ze suma prawdopodobieristw wszystkich konkretnych probleméw rozmiaru n wy-
nosi 1. Nieco bardziej formalnie, jesli S, jest zbiorem konkretyzacji rozmiaru n, to

D Pris;}=1

7 W systemach czasu rzeczywistego mniej chodzi o szybkos¢ dziatania, a bardziej o terminowa i niezawodna
obsluge w ustalonym z géry czasie; to jest istotna réznica — przyp. thum.
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Jesli t jest miarg pracy wykonanej przez algorytm w kazdym z przypadkéw, to praca wykonana
przez algorytm na S, w przypadku srednim jest okreslona nastepujaco:
T ) = o 3106 Pris

| n ‘Siesn

Oznacza to, ze faktyczna praca t(s;) w przypadku s; jest wazona prawdopodobieristwem tego,
ze s; wystapi jako dane wejsciowe. Jesli Pr{s;} = 0, to faktyczna wartos¢ t(s;) nie wplywa na
oczekiwang prace wykonywang przez program. Jesli oznaczy¢ przypadek éredni na S, przez
T,(n), to tempo rosniecia T,.(n) okresla ztozonos¢ algorytmu w przypadku srednim.

Przypomnijmy, Ze opisujac tempo rosniecia pracochtonnosci lub czasu, konsekwentnie po-
mijamy stale. Jesli wiec méwimy, ze WYSZUKIWANIE LINIOWE ze zbioru n elementéw zaj-
muje $rednio

1 1

2 2
badan (stosownie do naszych wczesniejszych zalozZeri), to na zasadzie umowy méwimy po
prostu, ze wedle tych przypuszczern oczekujemy, iz WYSZUKIWANIE LINIOWE bedzie
sprawdzac liniowg liczbe elementéw®, czyli rzedu n.

Przypadek najlepszy

Znajomos¢ najlepszego przypadku dzialania algorytmu jest przydatna, mimo Ze sytuacja taka
rzadko wystepuje w praktyce. W wielu wypadkach daje ona wglad w optymalne warunki da-
nego algorytmu. Na przykiad, najlepszy przypadek WYSZUKIWANIA LINIOWEGO wystepuje
woéweczas, gdy poszukuje sie wartosci v, ktéra znajduje si¢ na poczatku wykazu. Nieco odmienna
metoda, ktéra bedziemy nazywaé WYSZUKIWANIEM ZE ZLICZANIEM, polega na poszukiwaniu
danej wartosci v i zliczaniu, ile razy wystgpila ona na wykazie. Jesli licznik po obliczeniu wynosi 0,
znaczy to, ze elementu nie znaleziono, totez algorytm zwraca false; w przeciwnym razie zwraca
true. Zauwazmy, ze WYSZUKIWANIE ZE ZLICZANIEM zawsze dociera do korica wykazu, wiec
cho¢ jego najgorszy przypadek ma zlozonosé O(n) — taka sama jak WYSZUKIWANIE LINIOWE
— zachowanie algorytmu w przypadku najlepszym réwniez jest rzedu O(n); do poprawy jego
dzialania nie mozna wiec wykorzystac ani przypadku najlepszego, ani sredniego.

Rodziny efektywnosci

Nasze poréwnywanie algorytméw opieramy na ocenie ich sprawnosci dla danych wejsciowych
rozmiaru 7. Jest to metodyka standardowa, opracowana do poréwnywania algorytméw ponad
pot wieku temu. Postepujac w ten sposéb, mozemy okresli¢, ktére algorytmy skaluja sie dobrze
na problemy niebanalnych rozmiaréw, obliczajac czas zuzywany przez algorytm w powigzaniu
z rozmiarem dostarczonego wejscia. Dodatkows postacig oceny efektywnosci jest uwzglednienie,
ile pamieci algorytm potrzebuje do dzialania. Tymi zagadnieniami zajmujemy sie, stosownie do
potrzeb, w poszczegdlnych rozdzialach z algorytmami.

8 Bedzie je sprawdzac w czasie liniowym, rosnacym liniowo — przyp. Hum.
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W ksigzce stosujemy wylacznie nastepujace kategorie, uporzadkowane tutaj wedlug malejacej
sprawnosci:

o stala,

« logarytmiczna,
e podliniowa,

» liniowa,

o nlog (n),

o kwadratowa,

» wykladnicza.

Przedstawimy teraz w kilku punktach niektdre z tych kategorii sprawnosci.

Omowienie 0. Zachowanie state

Analizujac dzialanie algorytméw w tej ksigzce, czesto przyjmujemy, Ze sprawnosé¢ pewnych
elementarnych operadcji jest stala. Nie przesadza to oczywiscie o faktycznym dziataniu operagji,
gdyz nie odnosimy sie do zadnego konkretnego sprzetu. Na przyklad, poréwnanie, czy dwie
32-bitowe liczby x i y sq takie same, powinno by¢ wykonywane tak samo sprawnie niezaleznie
od wartosci x i y. Operacje dzialajaca w czasie stalym okresla sie jako majaca sprawnosé O(1).

A co ze sprawnoscia poréwnywania liczb 256-bitowych? Albo dwéch liczb 1024-bitowych? Ot6z
dla ustalonego z géry rozmiaru k poréwnania dwéch liczb k-bitowych mozesz dokonacé w statym
czasie. Obowigzuje tu zasada, Zze rozmiar problemu (tj. wartosci poréwnywanych liczb x i i) nie
moze przekroczy¢ ustalonej wartosci k. Dodatkowy naklad, bedacy jako k mnoznikiem statym,
zaniedbujemy w notacji O(1).

Oméwienie 1. Zachowanie log n

Barman oferuje kazdemu chetnemu zaklad o 10 000 dolaréw: ,Wybiore liczbe z przedzialu od
1 do 1 000 000, a ty sprébu;j ja odgadnad, typujac kolejno (do) 20 liczb; po kazdej prébie odgadnie-
cia powiem ci: ZA DUZA, ZA MALA lub TRAFIONA. Jesli wygrasz w 20 pytaniach, dam ci
10 000 dolaréw, w przeciwnym razie ty dasz mi 10 000 dolaréw”. Przyjmujesz ten zaklad? Warto,
poniewaz zawsze mozesz go wygrac. W tabeli 2.1 pokazano przykladowy przebieg zdarzen
dla przedziatu od 1 do 10, w ktérym kazde z serii zadanych pytari zmniejsza rozmiar problemu
o polowe.

W kazdej kolejce, zaleznie od odpowiedzi udzielonej przez barmana, rozmiar potencjalnego
przedziatu z ukryta liczbg jest obcinany o okoto polowe. Na koniec przedzial z ukryta liczba
zostaje ograniczony do jednej liczby; dochodzi do tego po [log (1) | prébach. Funkcja sufitowa
[ x] zaokragla liczbe x do najmniejszej liczby calkowitej wiekszej lub réwnej x. Jesli barman
wybierze na przyklad liczbe miedzy 1 a 10, to zdotasz ja zgadnaé w [log (10) | = [3,32], czyli
w 4 prébach, jak pokazano w tabeli.

Dziala to tak samo dla miliona liczb. Algorytm ZGADYWANIE, pokazany w przykladzie 2.1,
dziata w istocie dla dowolnego przedziatu [dolne, gorne] i wyznacza wartosé n po [log (gdrne
— dolne + 1) | krokach. Jegli liczb jest milion, to algorytm znajdzie liczbe w co najwyzej [ log
(1 000 000) | = 19,93, czyli 20 krokach (przypadek najgorszy).
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Tabela 2.1. Przyktad postepowania przy zgadywaniu liczb od 1 do 10

Liczba Pierwsze zgadywanie Drugie zgadywanie Trzecie zgadywanie
1 Czy tojest 57 Czy tojest 2? Czytojest 1?
ZADUZA ZADUZA TRAFIONA
2 Czy tojest 57 Czy to jest 2?
ZADUZA TRAFIONA
3 Czy tojest 57 Czy to jest 2? Czy to jest 3?
ZADUZA ZA MALA TRAFIONA
4 Czy tojest 57 Czy to jest 2? Czy to jest 3?
ZADUZA ZA MAELA ZA MALA, wiec musi to by¢ 4
5 Czy tojest 57
TRAFIONA
6 Czy tojest 57 Czy to jest 8? Czy tojest 67
ZA MALA ZADUZA TRAFIONA
7 Czytojest 57 Czy tojest 8? Czy tojest 67
ZA MALA ZADUZA ZA MALA, wiec musi to byé 7
8 Czy tojest 57 Czy tojest 8?
ZA MALA TRAFIONA
9 Czy tojest 57 Czy to jest 8? Czy tojest 9?
ZA MALA ZA MALA TRAFIONA
10 Czy tojest 57 Czy tojest 8? Czy tojest 9?
ZA MALA ZAMALA ZA MALA, wiec musi to by¢ 10

Przyktad 2.1. Kod w Javie do zgadywania liczby w przedziale [dolne, gdrne]

// Wyznacza liczbe krokéw, gdy n na pewno znajduje sie w przedziale

// [dolne, gérnel ([low, highl).
public static int turns(int n, int low, int high) {
int turns = O;

// Wykonuj, dopoki do sprawdzenia pozostaja wiecej niz 2 liczby.

while (high - low <= 2) {

// Przygotuj punkt Srodkowy [low, high] jako wybor.

turns++;
int mid = (low + high)/2;
in (mid == n) {

return turns;

} else if (mid < n) {
low = mid + 1;

} else {
high = mid - 1;

}

}
// Tutaj zostaty juz tylko dwie liczby. Wybieramy jedng z nich i jes$li to
// nie ta, to odgadywana jest druga. Dochodzi wiec tylko jeden krok.

return 1 + turns;

}

Algorytmy logarytmiczne sa wyjatkowo sprawne, poniewaz szybko daza do rozwigzania. Swoja
popularnosé zawdzieczaja temu, Ze w kazdym kroku zmniejszajg rozmiar problemu mniej wiecej
o potowe. Algorytm ZGADYWANIE dociera do rozwigzania po co najwyzej k =[log (1) iteracjach,
a w i-tym powtorzeniu (i > 0) algorytm zgaduje odpowiedZ, o ktérej wiadomo, Ze nalezy do
przedziatu +& = 2 wokét poszukiwanej liczby. WielkoS¢  jest okreslana mianem biedu lub nie-

pewnosci. Po kazdym powtdrzeniu petli ¢jest obcinane o potowe.
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Innym przykladem ukazujacym wydajne dziatanie jest metoda Newtona obliczania pierwiastkéw
réwnan z jedng zmienng (innymi stowy, dla jakich wartosci x f(x) = 0). Aby znaleZ¢, kiedy
x-5in(x)=5-x = cos(x), weZzmy f(x) = x-sin(x)-5-x—cos(x) i jej pochodng f '(x) = x-cos(x)+sin(x)-5-sin(x)
= x-cos(x)-5. W kolejnym kroku metody Newtona jest obliczane x,.,; = x,~f(x,)/f '(x,). Zaczynajac
od ,,odgadnietej” wartosci x, ktdra jest 0, algorytm ten szybko wyznacza poprawne rozwiazanie x =
-0,189302759, co pokazano w tabeli 2.2. Cyfry dwdjkowe i dziesigtne w nawiasach [] oznaczajq
cyfry dokladne.

Tabela 2.2. Metoda Newtona

n X, dziesietnie X» W bitach (cyfrach dwéjkowych)

0 0.0

1 -0,2 [1011111111001]0011001100110011001100110...
2 -[0,18]8516717588... [1011111111001000001]0000101010000110110...
3 -[0,1893]59749489.. [101111111100100000111]10011110000101101...

4 -[0,189]298621848... [10111111110010000011101]011101111111011...

5 -[0,18930]3058226... [1011111111001000001110110001]0101001001...
6 -[0,1893027]36274... [1011111111001000001110110001001)0011100...
7 -[0,189302759]639.. [101111111100100000111011000100101]01001..

Oméwienie 2. Zachowanie podliniowe O(n®) dla d<1

W pewnych sytuacjach dzialanie algorytmu jest lepsze niz liniowe, lecz nie tak wydajne jak
logarytmiczne. Jak oméwiono w rozdziale 9., kd-drzewo w wielu wymiarach moze sprawnie
podzieli¢ zbiér n d-wymiarowych punktéw. Jesli drzewo jest zréwnowazone, to czas wyszu-
kiwania dotyczacego zapytari przedziatowych, zgodnych z osiami punktéw, wynosi O(n'™"*).

Omowienie 3. Sprawnosc¢ liniowa

Rozwiazywanie niektérych probleméw wymaga wyraznie wiekszych nakladéw pracy niz
innych. Kazdy osmiolatek obliczy, Ze 7+5 to 12. O ile trudniejszy jest problem 37+45?

Moéwiac ogdlnie, ile zachodu wymaga dodanie dwéch n-cyfrowych liczb a4, ... a+b, ... by, aby
otrzymac ¢, ... ¢; cyfr wyniku? Oto elementarne operacje uzywane w algorytmie DODAWANIE:

¢, < (a, +b, + przeniesienie,;) mod 10

1, gdy a,+b, + przeniesienie, 210

i

przeniesienie,,, <— . .
0 w przeciwnym razie

Prostq realizacie DODAWANIA w Javie przedstawiono jako przyklad 2.2; liczba n-cyfrowa jest
W niej reprezentowana jak tablica wartosci int. W przykladach w tym podrozdziale przyjeto, ze
kazda z tych wartosci jest liczbg d reprezentujaca cyfre dziesietna, taka ze 0 < d <9.

Przyktad 2.2. Realizacja dodawania (add) w Javie

public static void add(int[] nl, int[] n2, int[] sum) {
int position = nl.length-1;
int carry = O;
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while (position >= 0) ({
int total = nl[position] + n2[position] + carry;
sum[position+1] = total % 10;
if (total > 9) { carry = 1; } else { carry = 0; }
position--;

sum[0] = carry;

}

Jesli tylko problem wejSciowy miesci si¢ w pamieci, metoda add oblicza sume dwdéch liczb repre-
zentowanych przez tablice nl i n2. Czy ta realizacja jest réwnie sprawna jak inna, nazwana
last, i pokazana jako przyklad 2.3?

Przyktad 2.3. Realizacja last w Javie

public static void last(int[] nl, int[] n2, int[] sum) {
int position = nl.length;
int carry = O;
while (--position >= 0) {
int total = nl[position] + n2[position] + carry;
if (total > 9) {
sum[position+1] = total - 10;

carry = 1;

} else {
sum[position+l] = total;
carry = 0;

}

sum[O] = carry;
}
Czy te na pozér male réznice realizacyjne wplywajg na sprawnos¢ algorytmu? WeZmy pod uwage
dwa inne czynniki, ktére potencjalnie moga wplywac na sprawnos¢ algorytmu:

 Jednym czynnikiem jest jezyk programowania. Metody add i last mozna bez trudu za-
mienic¢ na programy w jezyku C. Jak wybor jezyka wplywa na sprawnos¢ algorytmu?

o Programy moga by¢ wykonywane na réznych komputerach. Jak wybdr sprzetu kompu-
terowego wplywa na sprawnosc¢ algorytmu?

Realizacje te byly wykonywane po 10 000 razy na liczbach o dlugosci od 256 do 32 768 cyfr. Dla
kazdego rozmiaru generowano losowo liczbe tego rozmiaru; dalej — w kazdej z tych 10 000 préb
liczba ta byla przesuwana cyklicznie (raz w prawo, raz w lewo), aby powstaly dwie rézne liczby
do dodania. Uzyto nastepujacych komputeréw: typowego PC-ta i komputera wysokiej klasy, jak
oméwiono w rozdziale 10. Postuzono si¢ dwoma jezykami programowania (C i Java). ZaczeliSmy
od hipotezy, Ze wraz z podwojeniem problemu czas wykonania algorytmu ulegnie podwojeniu.
ChcieliSmy sie réwniez upewnid, ze zachowanie to — z grubsza biorac — wystepuje niezaleZnie
od uzytej maszyny, jezyka programowania czy implementacji.

Na rysunku 2.5 przedstawiono wykres czasu wykonania 10 000 obliczeri (czas ten jest reprezen-

towany na osi Y) w funkcji rozmiaru problemu (przypisano mu o$ X). Kazdy wariant zostat
wykonany na zbiorze konfiguracji:

8

wersja w jezyku C skompilowana z dolaczonymi informacjami uruchomieniowymi;

zadna
wersja w jezyku C skompilowana bez Zadnych optymalizacji;
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Rysunek 2.5. Pordwnanie realizacji funkcji add i last w roznych scenariuszach

01, 02, O3

2z

wersja w jezyku C skompilowana na trzech réznych poziomach optymalizacji; ogélnie, im wyz-
szy numer poziomu, tym lepsza optymalizacja, a co za tym idzie — spodziewana sprawnos¢;
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Java
wersje algorytmow w Javie;

PC-Java

to jedyna konfiguracja wykonana na PC; poprzednie byly wykonywane na komputerze wy-
sokiej klasy.

Zauwazmy, ze kazda z linii obliczonych na wykresach po lewej stronie rysunku 2.5 (oznaczonych
Jtypowy PC”) mozna przyblizy¢ funkga liniowa, co podtrzymuje zalozenie, ze miedzy warto-
Sciami X i Y istnieje zaleznos¢ liniowa. Obliczert wykonanych na komputerze wysokiej klasy nie
da sie tak fatwo zakwalifikowac jako liniowych, co sugeruje, ze wplyw procesora wyzszej klasy
jest istotny.

W tabeli 2.3 przedstawiono podzbiér wykreslonych danych w postaci numerycznej. Stosowne
informacje generuje kod uzupelniajacy ksigzke. W ostatniej, siédmej kolumnie poré6wnano bezpo-
érednio czasy dzialania realizacji HighEnd-C-Last-O3’, wykazane w szdstej kolumnie. Proporcja
czas6w dzialania wynosi prawie 2, jak oczekiwano. Niech #(1) bedzie rzeczywistym czasem dzia-
fania algorytmu DODAWANIE na danych rozmiaru n. Krzywa tego wzrostu dostarcza empi-
rycznego dowodu, Ze czas w milisekundach potrzebny do obliczenia funkgji 1ast dla dwdéch liczb
n-cyfrowych na komputerze wysokiej klasy z uzyciem realizacji w C i z optymalizacja na poziomie
-O3 bedzie sie miesci¢ miedzy n/11 a n/29.

Tabela 2.3. Czas (w milisekundach) wykonania 10 000 wywotari add lub last na liczbach losowych rozmiaru n

Wysokiejklasy,  Wysokiejklasy, Wysokiejklasy, Wysokiejklasy, Proporcja ostatniej

n PC-Java-add  Java-add C-add-zadna C-add-03 C-last-03 kolumny i rozmiaru
256 60 174 34 n 9

512 110 36 70 22 22 2,44
1024 220 124 139 43 43 1,95
2048 450 250 275 87 88 2,05
4096 921 500 550 174 180 2,05
8192 1861 667 161 696 688 3,82
16384 3704 1268 3230 141 1390 2,02
32768 7430 2227 4790 1555 1722 1,24
65536 17 453 2902 9798 3101 3508 2,04
131072 35860 12870 20302 n3 7899 2,25
262144 68 531 22768 41800 14787 16 479 2,09
524288 175 015 31148 82454 29012 32876 2
1048576 505 531 64192 162955 53173 63569 1,93

Informatycy teoretycy sklasyfikowaliby algorytm DODAWANIE jako liniowy wzgledem rozmiaru
jego wejscia n. To znaczy, istnieje pewna stata ¢ > 0, taka Ze t(n) < c-n dla kazdego n > n,. Nie mu-
simy w istocie zna¢ dokladnie wartosci c ani ny — wystarczy, ze istniejg. Mozna udowodnié, ze
jest mozliwe ustalenie dolnego ograniczenia czasu liniowego zlozonosci dodawania przez wyka-
zanie, ze nalezy sprawdzi¢ kazda cyfre (rozwaz skutki niezbadania ktérejs z cyfr).

K Czyli realizadji funkgji last w jezyku C, skompilowanej z parametrem optymalizagji na poziomie O3 i wykonanej
na komputerze wysokiej klasy, jak opisano w dodatku zawierajacym testy wzorcowe.
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W realizacji 1ast algorytmu DODAWANIE mozemy ustawic ¢ na 1/11 i wybrac 256 jako n,. Inne
realizacje DODAWANIA beda mialy rézne stale, niemniej ich ogélne zachowanie pozostanie
liniowe. Wynik ten moze si¢ wydawac dziwny, zwazywszy, Ze wigkszo$¢ programistéw zaklada,
iz dziatania catkowite sa wykonywane w stalym czasie; staly czas dodawania osiaga sie jednak
tylko wéwczas, gdy reprezentacja liczby catkowitej (np. 16- lub 64-bitowa) ma staly rozmiar
catkowity n'.

W poréwnywaniu algorytméw stala ¢ nie odgrywa takiej roli jak znajomos¢ rzedu algorytmu.
Na pozor drobne réznice spowodowaly rézne dzialanie. Realizacja 1ast algorytmu DODAWANIE
jest wyraznie wydajniejsza po wyeliminowaniu operatora modulo (%), ktéry jest znany z powol-
nosci, jesli dziata na wartosciach nie bedacych potegami 2. W rozpatrywanym przykladzie nie-
wydajne jest wlasnie dzialanie ,% 10”7, gdyz musi tu wystapi¢ dzielenie przez 10, ktére na kom-
puterach binarnych jest operacja kosztowna. Nie oznacza to, ze ignorujemy warto$¢ c. Jest
oczywiste, ze jesli wykonujemy DODAWANIE wielka liczbe razy, to nawet mate zmiany wartosci
¢ mogg istotnie oddziata¢ na sprawnos¢ programu.

Omowienie 4. Sprawnos¢ n log n

Typowe zachowanie wydajnych algorytmoéw najlepiej charakteryzuje ta rodzina sprawnosci.
Aby wyjasni¢, jak to zachowanie objawia sie w praktyce, okreslmy #(n) jako czas zuzywany przez
algorytm na rozwigzanie problemu o danych wejsciowych rozmiaru n. Skutecznym sposobem
rozwigzywania probleméw jest metoda ,,dziel i zwyciezaj”, w ktérej problem rozmiaru » jest
dzielony na (z grubsza réwnej wielkosci) podproblemy rozmiaru n/2, ktére sa rozwigzywane
rekurencyjnie, a ich rozwigzania sa laczone w pewien sposéb, aby uzyskac rozwigzanie problemu
oryginalnego, rozmiaru n. Matematycznie mozna to wyrazic tak:

t(n) =2-1(n/2)+O(n)

Oznacza to, Ze t(n) zawiera koszt dwéch podprobleméw oraz nie wiecej niz koszt liniowego czasu
potaczenia wynikéw. Po prawej stronie réwnania widzimy #(11/2), czyli czas rozwigzania problemu
rozmiaru n/2; na tej samej zasadzie mozemy zapisad, ze

t(n/2)=2-t(n/4)+0(n/2)
zatem pierwotne réwnanie przyjmie teraz postac:

t(n)=2-[2-t(n/4)+O(n/2)]+ O(n)
Jesli postgpimy tak po raz kolejny, otrzymamy:

t(n)=2-[2-[2-t(n/8)+O(n/4)]+ O(n/2)]+O(n)
Ostatnie réwnanie redukuje si¢ do #(n) = 8t(n/8)+O(3-n). Uogdlniajac, mozemy powiedzieé, ze
t(n) = 254(n/2"+O(k-n). Rozwiniecie to koriczy sie, gdy 2k=n, czyli gdy k =log(n). W ostatecznym
podstawowym przypadku, gdy problem ma rozmiar 1, sprawnos¢ ¢(1) jest stalg c. Widzimy wiec,

ze zamkniety wzor ma postac t(n) = n-c+O(n-log(n)). Poniewaz n-log(n) jest asymptotycznie
wieksze niz ¢-n dla dowolnie wybranej stalej ¢, (1) mozna prosciej zapisac jako O(n log n).

"Musialby to by¢ naprawde gapowaty programista, zeby nie zauwazyé¢, iz omawiane funkcje add i last sq
w istocie dzialaniami na wektorach (maszynowych) liczb catkowitych — przyp. tum.
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Omaowienie 5a. Sprawnos¢ kwadratowa

Rozwazmy teraz podobny problem, w ktérym dwie liczby catkowite rozmiaru 7 s mnozone przez
siebie. Przyklad 2.4 ukazuje realizacie MNOZENIA, elementarnego algorytmu znanego ze szkoly.

Przyktad 2.4. Realizacja mnozenia (mult) w Javie

public static void mult(int[] nl, int[] n2, int[] result) {
int pos = result.length-1;

// Wyczy$¢ wszystkie wartosci...
for (int 1 = O0; 1 < result.length; i++) { result[i] = O; }
for (int m = nl.length-1; m >= 0; m--) {
int off = nl.length-1 - m;
for (int n = n2.length-1; n >= 0; n--, off++) {
int prod = nl[m]*n2[n];
// Oblicz sume czeSciowa, przenoszac z poprzedniej pozycji
result[pos-off] += prod % 10;
result[pos-off-1] += result[pos-off]/10 + prod/10;
result[pos-off] %= 10;
}
}
}

Podobnie jak poprzednio, napisano alternatywny program alt, ktéry eliminuje konieczno$é
uzywania kosztownego operatora modulo i przeskakuje najbardziej wewnetrzne obliczenia, gdy
nlim] wynosi 0 (alt nie jest tu pokazany, lecz mozna go znalez¢ w udostepnionym magazynie
kodu). Wersja alt ma 203 wiersze kodu wygenerowanego w Javie, zeby usuna¢ dwa operatory
modulo. Czy ta odmiana zaoszczedza kosztéw, co usprawiedliwiloby dodatkowe naklady na do-
pracowanie i wypielegnowanie tego wygenerowanego kodu?

W tabeli 2.4 pokazano zachowanie obu realizacji algorytmu MNOZENIE z uzyciem tych samych
losowych danych wejsciowych, ktérych uzyto do zademonstrowania dzialania DODAWANIA.
Dzialanie algorytmu przedstawiono w postaci graficznej na rysunku 2.6; uwidoczniono na nim
paraboliczng krzywa wzrostu, ktéra charakteryzuje zachowanie kwadratowe.

Tabela 2.4. Czas (w milisekundach) wykonania 10 000 mnoZeri

n mult,(ms) alt,(ms) multy, / mult,
2 15 0

4 15 15 1

8 62 15 4,13

16 297 218 4,80

32 187 734 4,00

64 4516 3953 3,80

128 19530 11765 4,32

256 69 828 42 844 3,58

512 273 874 176 203 3,92

Mimo ze odmiana alt jest okolo 40% szybsza, zaréwno alt, jak i mult wykazuja te sama
sprawnos¢ asymptotyczng. Iloraz mult,,/mult, wynosi okoto 4, co wskazuje, ze sprawnos¢
MNOZENIA jest kwadratowa. Niech t(n) oznacza rzeczywisty czas algorytmu MNOZENIE na
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Rysunek 2.6. Pordwnanie mult i alt

danych rozmiaru n. Zgodnie z ta definicjq musi istniec stala ¢ > 0, taka ze t(n) < cn? dla kazdego
n > ny. Nie musimy zna¢ dokladnie wartosci ¢ i ny — wystarczy, Ze istnieja. Dla realizacji mult
MNOZENIA na naszej platformie mozemy ustali¢ ¢ jako 1,2 i za 1y wybrac 64.

I znéw okazuje sig, ze indywidualne zmiany w realizacji nie pomogly , przelamac¢” zachowania
kwadratowego, tkwigcego w samym algorytmie. Istniejg jednak inne algorytmy [Zuras, 1994]
mnozenia par liczb n-cyfrowych, znacznie szybsze niz kwadratowe. Algorytmy te sa wazne
w aplikacjach w rodzaju szyfrowania, w ktérych czesto mnozy si¢ duze liczby.

Oméwienie 5b. Mniej oczywiste obliczenia sprawnosci

Najczesciej juz samo przeczytanie opisu algorytmu wystarcza (jak pokazano w DODAWANIU
i MNOZENIU) do sklasyfikowania go jako liniowy lub kwadratowy. Podstawowa wskazéwka
kwadratowosci jest na przyklad wystepowanie petli zagniezdzonej w innej petli. Niektdre algorytmy
nie poddajq sie jednak tak prostej analizie. Rozwazmy algorytm GCD uwidoczniony w przykla-
dzie 2.5, wymyslony przez Euklidesa i stuzacy do obliczania najwigkszego wspélnego dzielnika
(NWD) dwoch liczb catkowitych, ktérych cyfry zapamietano w tablicach.

Przyktad 2.5. Algorytm Euklidesa

public static void gcd (int a[], int b[J], int gcd[1) {
if (isZero(a)) { assign (gcd, a); return; }
1f (isZero(b)) { assign (gcd, b); return; }

// Zapewnij, ze a 1 b nie zostang zmienione
= copy (a);

a
b = copy (b);
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while(lisZero(b)) {
// Ostatni argument do odjecia reprezentuje znak wyniku, ktoéry
// mozemy pominaé, gdyz odejmujemy tylko mniejsze od wiekszych
if (compareTo(a, b) > 0)
subtract (a, b, gcd, new int[1])
assign (a, gcd);
} else {
subtract (b, a, gcd, new int[11);
assign (b, gcd);
}
}

// Warto$¢ przechowywana w a jest obliczonym GCD liczb (a, b)
assign (gcd, aj;
}
Algorytm powtarza poréwnywanie dwach liczb (a i b) i odejmuje liczbe mniejsza od wiekszej, az
dojdzie do zera. Realizacje pomocniczych metod (isZero, assign, compareTo, substract) nie sa
tu zalaczone, lecz mozna je znaleZé w uzupeiniajacym ksigzke magazynie kodu.

Algorytm ten wyznacza najwigkszy wspélny dzielnik (GCD, ang. greatest common divisor) dwéch
liczb, lecz na podstawie rozmiaru danych wejsciowych nie bardzo wiadomo, ile powtdrzeri trzeba
bedzie wykona¢. W kazdym kroku petli jest zmniejszane a lub b i Zadne z nich nigdy nie staje sie
ujemne, co daje gwarancje, Ze algorytm sie skoriczy, lecz obliczenie niektérych GCD trwa dluzej
niz innych; na przykitad wykonanie gcd(1000, 1) ma 999 krokéw! Wyraznie widaé, ze dzialanie
tego algorytmu jest bardziej uzaleznione od wejscia niz DODAWANIA lub MNOZENIA, poniewaz
rézne dane wejsciowe tego samego rozmiaru wymagaja bardzo réznych czaséw obliczeni. Algo-
rytm GCD wykazuje najgorsze zachowanie, gdy trzeba obliczy¢é GCD z (10"-1, 1); musi wéwczas
powtarzad petle while (10"-1) razy! Skoro wykazaliSmy juz, ze dodawanie i odejmowanie sg rzedu
O(n) wzgledem rozmiaru wejscia 1, to GCD wymaga n-(10"-1) operacji w petli. Zamieniajac
w tym réwnaniu podstawe na 2, otrzymujemy 1-(2***"*")-n, co oznacza sprawnos¢ wyktadnicza.
Klasyfikujemy ten algorytm jako O(n-2").

Realizacje gcd w przykladzie 2.5 z latwoscig przescignie algorytm MODGCD, przedstawiony
w przykladzie 2.6, w ktérym postuzono sie¢ operatorem modulo do obliczenia catkowitej reszty
z dzielenia a i b.

Przyktad 2.6. Algorytm MODGCD obliczania GCD

public static void modgcd (int a[], int b[], int gcd[1) {
if (isZero(a)) { assign (gcd, a); return; }
if (isZero(b)) { assign (gcd, b); return; }

// Wyréwnaj liczbe cyfr w a i1 b, po czym pracuj na kopiach
a = copy (normalize(a, b.length))
b = copy (normalize(b, a.length))

// Zadbaj, aby a byto wieksze od b; zwrdé¢ GCD w banalnym przypadku
int rc = compareTo(a, b);

if (rx == 0) { assign (gcd, a); return; }
if (rc < 0) {

int []Jt = b;

b = a;

a=t;
}

int [] quot = new int[a.length];
int [] remainder = new int[a.lengthl;
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while(!isZero(b)) {
int [] t = copy (b);
divide (a, b, quot, remainder);
assign (b, remainder);
assign (a, t);

}

// Warto$¢ przechowywana w a jest obliczonym GCD liczb (a, b)
assign (gcd, aj;

}
MODGCD bedzie dochodzit do rozwiazania znacznie szybciej, gdyz nie marnuje czasu na odej-
mowanie nieraz naprawde matych liczb od duzych liczb w petli while. Ta réznica nie jest tylko

szczegdtem implementacyjnym; wyraza zasadnicza zmiane w sposobie potraktowania problemu
w algorytmie.

Czasy obliczent wykreslone na rysunku 2.7 (i wykazane liczbowo w tabeli 2.5) obrazuja wyniki
wygenerowania 142 losowych liczb n-cyfrowych i obliczenia najwiekszego wspdlnego dzielnika
kazdej z 10 011 par tych liczb.

Dziatanie GCD
350 000 T T T T T T

modgcd — o
300000 ged ---- _

250000 1

200000 §

150 000 r

Czas wykonania (w ms)

100 000 F

50000 r

0 20 40 60 80 100 120

n = liczba cyfr

Rysunek 2.7. Pordwnanie gcd i modgcd

Mimo ze realizacja MODGCD przewyzsza odpowiednig realizacje GCD prawie o 60%, sprawnosé¢
MODGCD jest kwadratowa, czyli O(n”), natomiast GCD jest wykladniczy. Oznacza to, Ze najgorszy
przypadek realizacji GCD (nie pokazany w naszym matym zbiorze wejSciowym) jest o rzedy
wielkosci gorszy niz najgorszy przypadek MODGCD.

Obmyslono bardziej wyrafinowane algorytmy obliczania GCD, cho¢ wigkszos¢ z nich jest nie-
praktyczna, wyjawszy przypadki bardzo duzych liczb. Z analizy wynika réwniez, Ze problem
ten umozliwia zbudowanie wydajniejszych algorytméw.
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Tabela 2.5. Czas (w milisekundach) wykonania 10 011 obliczeri GCD

n modgcd ged n*/modgcd n*/gcd modgcd,,/modged,  gedy,/ged,
2 234 62 0,017 0,065

4 391 250 0,041 0,064 1,67 4,03

8 1046 1984 0,061 0,032 2,68 7,94

16 2953 6406 0,087 0,040 2,82 3,23

32 8812 18 609 0,116 0,055 2,98 2,90

64 29 891 83921 0,137 0,049 3,39 4,51

128 106 516 321891 0,154 0,051 3,56 3,84

Mieszanka dziatai

Jak opisano wczesniej, w ramce , Wplyw kodowania na sprawnos¢”, projektant musi uwzglednié¢
wiele operacji naraz. Nie wszystkie operacje mozna optymalizowaé; w rzeczywistosci zoptyma-
lizowanie jednej moze pogorszy¢ dzialanie innej. Jako przyklad rozwazmy strukture danych
z operacjami opl i op2. Zalézmy, Ze istnieja dwa sposoby zrealizowania tej struktury: A i B. Na
potrzeby naszych rozwazari przyjmiemy, Ze nie musimy nic wiedzie¢ o tej strukturze danych ani
o zadnym z tych sposobéw. Budujemy dwa scenariusze:

Mate zbiory danych
Przyjmujac rozmiar n = 1000 elementéw, zmieszaj 2000 operacji op1 z 3000 operacji op2.

Duze zbiory danych
Przyjmujac rozmiar n = 100 000 elementéw, zmieszaj 200 000 operacji op1 z 300 000 ope-
racji op2.

Tablica 2.6 zawiera oczekiwane wyniki wykonania realizacji A i B na tych dwu zestawach
danych. Z pierwszego wiersza tabeli wida¢, Ze sredni koszt wykonania opl w realizacji A na
danych o rozmiarze n = 1000 wynidst szacunkowo 0,008 ms; pozostate wartosci w drugiej i trze-
ciej kolumnie nalezy interpretowa¢ podobnie. W ostatniej kolumnie podano sumaryczny ocze-
kiwany czas wykonania; zatem dla wariantu A i danych rozmiaru n = 1000 oczekujemy czasu
2000-0,008+3000-0,001 = 16+3 = 19 milisekund. Choc¢ realizacja B poczatkowo przesciga realizacje
A dla matych wartosci 1, sytuacja zmienia si¢ diametralnie, gdy skala problemu zwigkszy sie
o dwa rzedy wielkosci. Zauwazmy, ze wariant A jest dobrze skalowalny, natomiast B zachowuje
sie okropnie.

Tabela 2.6. Pordwnanie operacji z réznych realizacji

Rozmiar wejscia  op1(ms) op2 (ms) #op1 #op2 Suma (ms)
Ana1000 0,008 0,001 2000 3000 19
Ana100 000 0,0016 0,003 200000 300000 1220

B na 1000 0,001 0,001 2000 3000 5

B na 100 000 0,1653 0,5619 200 000 300000 201630
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Operacje do pomiaréw wzorcowych

Program w jezyku Scheme w przykladzie 2.7 oblicza 2"; ponizej pokazano przykiad obliczenia 2°'.

Przyktad 2.7. Kosztowne obliczenia

;; Dwa do n-tej: liczba -> liczba
(define (TwoToTheN n)
(let loop ([1 n]
[result 1)
if (=1 0)
result
(loop (subl 1) (* 2 result)))))

;3 Wynik przykiadowego obliczenia

(TwoToTheN 851)
15015033657609400459942315391018513722623519187099007073355798781525263125238463
41589482039716066276169710803836941092523836538133260448652352292181327981032007
94538451818051546732566997782908246399595358358052523086606780893692342385292277
74479195332149248

W jezyku Scheme obliczenia sa wzglednie niezalezne od platformy. Ot6z obliczenie 251 w Javie
lub C na wigkszosci platform spowodowatoby nadmiar numeryczny''. Lecz szybkie obliczenie
w Scheme daje wynik pokazany w przykladzie. Czy zatem ukrywanie wilasciwosci platformy,
abstrahowanie od niej jest zaleta, czy wada? Rozwazmy dwie nastepujace hipotezy:

Hipoteza H1
Obliczenie 2" zachowuije si¢ jednolicie niezaleznie od wartosci n.

Hipoteza H2
Wielkie liczby (jak pokazana w poprzednim rozwinieciu) mozna traktowac tak samo jak
kazda inng liczbe, na przykiad 123 827 lub 997.

Aby odrzuci¢ hipotez¢ H1, wykonujemy 50 prob, w ktérych obliczamy 10 000 poteg 2". Pomijamy
najlepszy i najgorszy rezultat, pozostawiajac 48 préb. Sredni czas wykonania tych 48 préb poka-
zano na rysunku 2.8.

Na poczatku wyraznie widaé zaleznos¢ liniowa wystepujaca przy zwiekszaniu liczby operacji
mnoz-przez-2. Gdy jednak wartosé x dojdzie do okolo 30, wystapi inna zaleznos¢ liniowa. Z jakichs
powodéw sprawnosé obliczania zmienia sie, gdy zacznie sie uzywac poteg 2 wiekszych niz 30.

Zeby odrzuci¢ hipoteze H2, wykonujemy eksperyment, w ktérym najpierw jest obliczana wartogé
2", a potem jest wyznaczany czas obliczenia 3,14159-2". Wykonalismy 50 préb, a w kazdej z nich
po 10 000 obliczer: wartosci 3,14159-2". PomineliSmy wynik najlepszy i najgorszy, zostawiajac
wyniki 48 préb. Sredni czas tych 48 préb jest przedstawiony na rysunku 2.9 (wyniki te sq za-
sadniczo takie same nawet wéwczas, gdy zamiast przez 3,14159 mnozymy przez 1,0000001).

Dlaczego punkty na rysunku 2.9 nie ukladajg sie w linii prostej? Dla jakiej wartosci x linia ta sie
zalamuje? Mozna odnies¢ wrazenie, Ze operacja mnozenia (-) jest docigzana. Wykonuje co$ innego,
zaleznie od tego, czy mnozone liczby sa zmiennopozycyjne, czy caltkowite mieszczace sie w jed-
nym slowie maszynowym, czy tez catkowite, lecz tak duze, Ze musza by¢ pamietane w kilku
stowach maszyny, lub sq kombinacja tychze.

Scheme, odmiana Lispu, dziala interpretacyjnie. Jezeli zaprogramowac to obliczenie w sposéb interpretacyjny,
na przyklad na tablicach rezerwowanych statycznie lub dynamicznie, to nie ma przeszkéd, aby wykonac je
w tych jezykach — przyp. thum.
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Rysunek 2.8. Czasy obliczania 2*
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Rysunek 2.9. Czasy wykonania wielkiego mnozenia
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Pierwszy skok na wykresie wystepuje dla x = {30, 31}, co nie jest latwe do wyjasnienia. Pozostate
plaskowyzZe mozna wyjasni¢ bardziej konwencjonalnie, poniewaz wystepuja przy wartosciach
(32, 64, 96, 128), co ma zwiazek z dlugoscia stowa komputera, na ktérym wykonywano préby
(mianowicie: jedno, dwa, trzy lub cztery stlowa 32-bitowe). W miare jak do zapamietania liczby
trzeba coraz wiecej stéw, wzrasta tez czas potrzebny do wykonania mnozenia.

Operacja (kwalifikujaca sie) do pomiaréw wzorcowych (ang. benchmark operation) ma zasadnicze
znaczenie w algorytmie, jako Ze zliczanie czaséw jej wykonania stanowi dobra prognoze czasu
wykonania programu. Operacja do pomiaréw wzorcowych w TwoToTheN jest -, czyli operacja
mnozenia.

Uwaga kohAcowa

W tej ksigzce uprosciliSmy omoéwienie notacji ,duze O”. Na przyklad, omawiajac liniowos¢ za-
chowania algorytmu DODAWANIE wzgledem rozmiaru wejscia n, powiedzieliémy, Ze istnieje
pewna stata ¢ > 0, taka Ze t(n) < cn dla kazdego n > ny; przypomnijmy, Ze t(n) oznacza faktyczny
czas wykonania DODAWANIA. Wnioskujac w ten sposéb, oswiadczamy, ze sprawnosé DO-
DAWANIA wynosi O(n). Uwazny Czytelnik dostrzeze, Ze réwnie dobrze moglibysmy uzy¢
funkdji f(n) = ¢-2", ktdéra rodnie znacznie szybciej niz c-n. Rzeczywiscie, choc z technicznego punktu
widzenia mozna by orzec, ze DODAWANIE ma zlozonos¢é O(2"), stwierdzenie takie dostarczytoby
bardzo mato informadji (to tak, jakby powiedzie¢, ze na wykonanie 5-minutowego zadania trzeba
Ci nie wiecej niz tydzien). Aby zdac sobie z tego sprawe, weZmy pod uwage notacje Q(g(n)),
ktéra symbolizuje, ze g(n) < t(n) jest dolnym ograniczeniem rzeczywistego czasu wykonania.
Czesto mozna obliczy¢ zaréwno gérne (O), jak i dolne (Q) ograniczenie czasu wykonania algo-
rytmu, a wéwczas uzywa si¢ stosownej notacji ©(f(n)), z ktéra wiaze si¢ zalozenie, ze f(n) jest
asymptotycznie zaréwno gérnym (co odpowiada przypadkowi O(f(n)), jak i dolnym ograni-
czeniem £(n).

Wybieramy mniej formalne (i powszechnie akceptowane) uzycie O(f(n)), aby uprosci¢ prezentacje
i analizy. Gwarantujemy, Ze jesli podczas omawiania zachowania algorytmicznego sklasyfikujemy
ztozonos¢ jakichs algorytmoéw jako O(f(n)), to w odniesieniu do nich nie ma lepszej od f(n)
funkgji f (n).
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